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Õðïëïãéóìüò üãêïõ áðü ðåñéóôñïöÞ.

• ÐåñéóôñïöÞ ãýñù áðü ôïí x-Üîïíá.

1) ¸óôù f (x) óõíÜñôçóç óõíå÷Þò êáé èåôéêÞ óôï [a, b] äéÜóôçìá. ¼ôáí ï Üîïíáò
ðåñéóôñïöÞò åßíáé ôìÞìá ôïõ óõíüñïõ ôïõ åðéðÝäïõ ôüðïõ R, ôüôå ï üãêïò ðïõ
ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ôïõ R ãýñù áðü ôïí x-Üîïíá, äßíåôáé áðü ôç
ó÷Ýóç:

V =
∫ b

a

π [f (x)]2dx

2) ¼ôáí ç ðåñéï÷Þ ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ïñßæåôáé áðü äýï êáìðýëåò f (x), g(x) ìå
f (x) > g(x) óå Ýíá äéÜóôçìá [a, b], ôüôå ï üãêïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñé-
óôñïöÞ ãýñù áðü ôïí x-Üîïíá, äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

V =
∫ b

a

π([f (x)]2 − [g(x)]2) dx

• ÐåñéóôñïöÞ ãýñù áðü ôïí y-Üîïíá.

1) ¸óôù f (x) óõíÜñôçóç óõíå÷Þò êáé èåôéêÞ óôï [a, b] äéÜóôçìá. Áí R ç ðåñéï÷Þ
ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí êáìðýëç y = f (x) ôïí Üîïíá xx′ êáé ôéò åõèåßåò x = a

êáé x = b, ôüôå ï üãêïò V ôïõ óôåñåïý ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ôçò
ðåñéï÷Þò R ãýñù áðü ôïí y-Üîïíá, äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

V =
∫ b

a

2πxf (x) dx

2) Áí ç ðåñéï÷Þ ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé ïñßæåôáé áðü äýï êáìðýëåò f (x), g(x) ìå f (x) >

g(x) óå Ýíá äéÜóôçìá [a, b], ôüôå ï üãêïò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðåñéóôñïöÞ ãýñù
áðü ôïí y-Üîïíá, äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç:

V =
∫ b

a

2πx[f (x) − g(x)] dx
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ÐáñáôÞñçóç. ÊáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôùí áíùôÝñù üãêùí ìðïñïýìå íá ïëïêëçñþ-
íïõìå ìå áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ åßôå ôï x åßôå ôï y ðñïóÝ÷ïíôáò íá ÷ñçóéìïðïéïýìå
ôïõò óùóôïýò ôýðïõò êÜèå öïñÜ. Åßíáé áõôïíüçôï üôé äåí ìðïñïýìå íá áëëÜîïõìå,
áõèáßñåôá, ôïí Üîïíá ðåñéóôñïöÞò. ¢ëëï ðåñéóôñÝöù ðåñß ôïí Üîïíá x (äåóìåõ-
ôéêü) êáé Üëëï ïëïêëçñþíù ùò ðñïò x (ðñïáéñåôéêü). ÔÝëïò ðñïóÝ÷ïõìå ðÜíôïôå
ôá Üêñá ôçò ïëïêëÞñùóçò óå óõíäõáóìü ìå ôéò óõíáñôÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýìå
óôïõò ôýðïõò, íá ïñßæïõí ðëÞñùò ôçí ðåñéï÷Þ ðïõ ðåñéóôñÝöåôáé.

Õðïëïãéóìüò åðéöÜíåéáò áðü ðåñéóôñïöÞ.
¸óôù ç óõíå÷Þò óõíÜñôçóç y = f (x) óôï äéÜóôçìá [a, b].

1) Áí ç y = f (x) ðåñéóôñáöåß ãýñù áðü ôïí Üîïíá x, ôüôå ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜ-
íåéáò ðïõ äçìéïõñãåßôáé, äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

E = 2π

∫ b

a

|f (x)|
√

1 +
(

dy

dx

)2

dx (1)

2) Áí ç x = g(y), c ≤ y ≤ d ðåñéóôñáöåß ãýñù áðü ôïí Üîïíá y, ôüôå ôï åìâáäüí
ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ äçìéïõñãåßôáé, äßíåôáé áðü ôçí ó÷Ýóç:

E = 2π

∫ d

c

|g(y)|
√

1 +
(

dx

dy

)2

dy (2)

3) Áí ç êáìðýëç äßíåôáé óå ðáñáìåôñéêÞ ìïñöÞ x = x(t), y = y(t), t1 ≤ t ≤ t2
ïðüôå dx = ẋ(t)dt , dy = ẏ(t)dt , ïé ðéï ðÜíù ôýðïé (1), (2) ãßíïíôáé:

E = 2π

∫ t2

t1

|y(t)|
√

ẋ2(t) + ẏ2(t) dt

E = 2π

∫ t2

t1

|x(t)|
√

ẋ2(t) + ẏ2(t) dt

4) Áí ç êáìðýëç äßíåôáé óå ðïëéêÞ ìïñöÞ r = r(φ), ìå φ1 ≤ φ ≤ φ2 ôüôå
x(φ) = r(φ) cos φ, y(φ) = r(φ) sin φ (äçë. ïõóéáóôéêÜ ðÜëé Ý÷ïõìå ðáñáìå-

ôñéêÝò åîéóþóåéò ìå ðáñÜìåôñï φ), ïðüôå
dx

dφ
= r ′(φ) cos φ − r(φ) sin φ êáé

dy

dφ
=

r ′(φ) sin φ + r(φ) cos φ êáé ïé ôýðïé (1), (2) ôþñá ãßíïíôáé:

E = 2π

∫ φ2

φ1

|r(φ) sin φ|
√

r2(φ) + r ′2(φ) dφ = 2π

∫ φ2

φ1

|y(φ)|
√

x′2(φ) + y′2(φ) dφ

E = 2π

∫ φ2

φ1

|r(φ) cos φ|
√

r2(φ) + r ′2(φ) dφ = 2π

∫ φ2

φ1

|x(φ)|
√

x′2(φ) + y′2(φ) dφ
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ÁóêÞóåéò

1) Íá õðïëïãéóèåß ï üãêïò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðñïêýðôåé áðü ðåñéóôñïöÞ, ôçò ðá-
ñáâïëÞò y2 = 8x êáé ôçò åõèåßáò x = 0, ãýñù áðü ôïí Üîïíá y üôáí ôï x ∈ [0, 2]
üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá.
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άξονας περιστροφής

2) Íá õðïëïãéóèåß ï üãêïò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðñïêýðôåé áðü ðåñéóôñïöÞ, ôçò ðá-
ñáâïëÞò y2 = 8x êáé ôçò åõèåßáò x = 2, ãýñù áðü ôïí Üîïíá y .

3) Íá õðïëïãéóèåß ï üãêïò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðñïêýðôåé áðü ðåñéóôñïöÞ, ôçò ðá-
ñáâïëÞò y2 = 8x ôïõ Üîïíá x êáé ôçò åõèåßáò x = 2, ãýñù áðü ôïí Üîïíá x .

4) Âñåßôå ôïí üãêï ôïõ óôåñåïý áðü ðåñéóôñïöÞ, ðïõ ðñïêýðôåé üôáí ï ôüðïò ðïõ
ðåñéïñßæåôáé áðü ôéò y = −x2 − 3x + 6 êáé x + y − 3 = 0 ðåñéóôñÝöåôáé ãýñù áðü
ôçí åõèåßá y = 0.

5) Âñåßôå ôïí üãêï ôùí óôåñåþí ðïõ ðñïêýðôïõí üôáí ç ãñáììïóêéáóìÝíç ðåñéï÷Þ
ðåñéóôñáöåß ãýñù áðü ôïí Üîïíá üðùò óçìåéþíåôáé óôá ðáñáêÜôù ó÷Þìáôá.
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6) Íá âñåèåß ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáßñíïõìå ðåñéóôñÝöïíôáò ôçí êá-
ìðýëç y = √

x, 0 ≤ x ≤ 2 ãýñù áðü ôïí Üîïíá ôùí x .

7) Âñåßôå ôçí áðüóôáóç ðïõ äéáíýåé Ýíá óçìåßï P(x, y), ôïõ ïðïßïõ ç èÝóç êÜèå
÷ñïíéêÞ óôéãìÞ äßíåôáé áðü ôò ó÷Ýóåéò x = sin2 t , y = cos2 t , ìå ôï t áðü t = 0 Ýùò
t = π/2.

8) Âñåßôå ôï ìÞêïò ôçò êáìðýëçò y = 2

3
x3/2 áí 1 ≤ x ≤ 2.
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