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 ΗΛΕΚΤΡΙΚΑ KΥKΛΩMATA .  . 
 

• HΛΕΚΤΡΙΚΗ ΑΓΩΓΙΜΟΤΗΣ 

Μεταλλικοί αγωγοί: τα ελεύθερα φορτία είναι τα 

ηλεκτρόνια σθένους του µετάλλου. 
 

Πυκνότης ρεύµατος (το ρεύµα που διαπερνά µια κάθετη 
διατοµή του αγωγού ανά µονάδα επιφανείας του ) 
 

J=I/A    
 

όπου Α το εµβαδόν της κάθετης διατοµής. Στη 

περίπτωση ενός µόνο είδους ελευθέρων φορτίων,  

J=qnυ 
 

όπου υ είναι η ταχύτης µετατόπισης και n η 

συγκέντρωση των φορτίων. 

     Aν υποθέσοµε ότι η µέση δύναµη f που 

ασκείται πάνω σ’ένα ελεύθερο φορτίο από το 

εξωτερικό πεδίο E είναι  
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f=qE 

τότε η µέση ταχύτης µετατόπισης θα είναι ανάλογη 

της f (γιατί;), δηλ. 
 

υ=µf=µqE 
 

H σταθερά αναλογίας µ καλείται συντελεστής 

ευκινησίας, oπότε η πυκνότης ρεύµατος γράφεται 
 

J=q
2
nµE=σΕ    (1) 

 

Η σχέση (1) καλείται νόµος του Ohm. Η σταθερά 

σ=µnq
2
 καλείται ηλεκτρική αγωγιµότης και η 

ποσότης ρ=1/σ ειδική αντίσταση 
       

     

Αν V είναι η εφαρµοζόµενη τάση στα άκρα του 

αγωγού, τότε η ένταση του ηλεκτρικού πεδίου είναι 

Ε=V/l, οπότε η (1) γράφεται 
 

J= σΕ=σV/l 
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Αν Ι είναι η ένταση του ρεύµατος που διαπερνά  

κάθετα την διατοµής του αγωγού εµβαδού Α, τότε 

Ι=JA, άρα 

R

V
V

l

Ασ
Ι ==   

 

Η σχέση αυτή είναι γνωστή σαν νόµος του Ohm. Η 

σταθερά R καλείται αντίσταση του αγωγού 

(µονάδες 1 Οhm). Οι αγωγοί που υπακούουν στον 

νόµο του Ohm καλούνται ωµικοί αγωγοί ή 

αντιστάσεις. Συµβολική παράσταση αντίστασης: 

 

Για ραβδόµορφο αγωγό ισχύει  
Α

l
ρ

Ασ

l
R ==  

 

 

• Hλεκτρεγερτική δύναµη:   ∫ ⋅=
C

ldE
rv

ε  

ισούται µε το έργο που καταναλίσκεται κατά την 

µετακίνηση του φορτίου q=1 κατά µήκος ενός 

κλειστού δρόµου C µέσα στο πεδίο. 
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Τάση (ή διαφορά δυναµικού) µεταξύ των σηµείων 

Α και Β 
 

∫ ⋅=
B

A
AB ldE-V-V 

rv
 

 

Το ηλεκτρικό πεδίο µέσα στον αγωγό είναι παντού 

το ίδιο κατά µέτρον (αν όµως Ι=0 τότε Ε=0!) 
 

 

 Αν IB≠IC, τότε θα είχαµε συσσώρευση φορτίο στο 
σηµείο Β ή C, που είναι άτοπο. 

 

• Στοιχεία κυκλώµατος 

 

1.  Ηλεκτρική πηγή:     VB-VA=ε-Ir  
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2.  Ηλεκτρική αντίσταση:     VΑ-VΒ=IR 

 

3.  Πυκνωτής:     VΑ-VΒ=q/C       (φόρτιση) 

 

   

4.    Πηνίο:   VΑ-VΒ=LdI/dt   (φόρτιση) 

• Κανόνες (ή νόµοι) Kirchhoff  
 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Θεωρούµε το ακόλουθο κύκλωµα 
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• κύκλωµα AΒCΓEΑ (2ος κανόνες Kirchhoff ):  
 

   (VA-VB)+(VB-VΓ)+(VΓ-VΑ)=0  

   ή                    0
C

q
IR ε =−+          (1) 

 

  όπου q  είναι το φορτίο του πυκνωτή. 
 

• κύκλωµα AΒLΓEΑ (2ος κανόνες Kirchhoff ):   
 

    (VA-VB)+(VB-VΓ)+(VΓ-VΑ)=0   

      ή            0
dt

dI
LIR ε2 =−+       (2) 

 

• κύκλωµα ΒLΓCB (2ος κανόνες Kirchhoff ):   
 

        (VB-VΓ)+(VΓ-VΑ)=0  

         ή      0
C

q

dt

dI
L 2 =−         (3) 

 

(στη πραγµατικότητα η (3) προκύπτει αφαιρώντας κατά µέλη τις (1) και (2)) 
 

• κόµβος Α (1ος κανόνες Kirchhoff ): 
 

Ι=Ι1+Ι2        (4) 
 

Θεωρούµε το σύστηµα των εξ. (2)-(4). Eπειδή 

dt

dq
Ι1 = , παραγωγίζοντας την (3) ως προς t 

λαµβάνουµε:    
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''
21 LCII =      (5) 

 

όπου ο τόνος σηµαίνει παράγωγο ως προς t. 

Aντικαθιστώντας τις (4)-(5) στη (2) παίρνοµε 
 

          
R

II
R

L
LCI

ε
2

'
2

''
2 =++          (6) 

 

Eπίλυση της διαφ. εξίσωσης (6): Η γενική λύση 

της (5) ισούται µε το άθροισµα των λύσεων της 

οµογενούς διαφορικής εξίσωσης: 
 

0II
R

L
LCI 2

'
2

''
2 =++   (7) 

 

συν µια µερική λύση της (6), η οποία εν 

προκειµένω είναι µια σταθερά, δηλ. (E/R). 
 

Για να λύσουµε την οµογενή εξίσωση (7), 

δοκιµάζουµε λύσεις της µορφής: tλ
2 eΑΙ = , όπου Α 

και λ σταθερές που θα προσδιοριστούν. 

Αντικαθιστώντας την λύση αυτή στην (7), 

προκύπτει το τριώνυµο, 
 

01λ
R

L
λLC 2 =++  

 

οι ρίζες του οποίου είναι 
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LC

1
)

RC2

1
(

RC2

1
λ 2

2,1
−±−= . 

 

∆ιακρίνουµε τρεις περιπτώσεις:  

(i) Αν η διακρίνουσα είναι θετική, τότε η λύση της 

(7) έχει τη µορφή, 
 

tλtλ
2

21 eΒeΑΙ +=    (8) 
 

η οποία για t→∞ τείνει στο µηδέν (η απεριοδική 
λύση).  

(ii) Αν η διακρίνουσα είναι αρνητική, ορίζουµε 
22 )

RC2

1
(

LC

1
ω −= , οπότε οι δύο ρίζες γράφονται: 

 

ωi
RC2

1
λ 2,1 ±−=  

 

 (i είναι η µιγαδική µονάδα). Τότε η λύση της (7) 

έχει τη µορφή (περιοδική λύση), 
 

)φtωcos(eΙ)eΒeΑ(eΙ RC2

t

RC2

t

02

tωi-tωi

2
+=+=

−− ♦
  (9) 

 

(iii) Αν η διακρίνουσα ισούται µε µηδέν, δηλ. 

L=4R
2
C, τότε η λύση της (7) έχει τη µορφή  

                                      
♦
 Η µετατροπή των εκθετικών όρων σε τριγωνοµετρική συνάρτηση είναι απλό εγχείρηµα: Κάνοντας χρήση της ταυτότητας Euler, 

οι εκθετικοί όροι γράφονται:  ωtsin)BA(iωtcos)BA(ωt)siniωtcosΒ(ωt)siniωtcosA(ΒeΑe tωitωi −++=−++=+ −  

]ωtsinωt)[cosBA(
)BA(

)BA(i

+

−
++= . Ορίζουµε: 

)BA(

)BA(i
φtan

+

−
−= , οπότε η προηγούµενη σχέση ισούται µε: 

)φtωcos(Ι]ωtsinφsinωtcosφ[cos 02φcos

)BA(
+=−=

+
, όπου Ι02=(Α+Β)/cosφ, δηλ. προκύπτει η (9). 
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2RC)2RC) t/(t/(

2
eeΑΙ tΒ
−−

+= .    (10) 
 

Τελικά η γενική λύση της (6) θα είναι οι λύσεις  

(8)-(10) στις οποίες θα πρέπει να προστεθεί και η 

µερική λύση της (6), δηλ. 
R
ε . Αντίστροφα, αντι-

καθιστώντας το Ι2 στις (5)-(4), παίρνουµε τα 

ρεύµατα Ι1 και Ι, αντίστοιχα, ενώ η (3) δίδει το q. 

 

ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ: Tο κύκλωµα RL 
 

 

 Kλείνοµε τον διακόπτη S στη χρονική στιγµή t=0.  

Εφαρµόζοντας τον 2ο κανόνα Kirchhoff  έχοµε, 
 

(VA-VB)+(VB-VΓ)+(VΓ-VA)=0 

ή 

      0
dt

dI
LRΙ ε =−+       (1) 
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Η (1) ολοκληρώνεται εύκολα, µε αρχικές 

συνθήκες  t=0, I=0. Πράγµατι, η (1) γράφεται, 
 

RΙ-
dt

dI
L ε=   

ή 

  dt
L

R

Ι-/R)(

dI

ε
= , 

 

την οποία ολοκληρώνοντας παίρνοµε, 
 

φ  t
L

R
)Ι

R
( ln
ε

+−=− , 

 

όπου φ=σταθερά ολοκλήρωσης. Εφόσον για t=0, 

I=0, έπεται φ=ln(E/R) ή RL
R

R
εε  ln  t)Ι( ln +−=− , 

και αντιστρέφοντας τη σχέση, λαµβάνουµε 
 

)e-(1
R

Ι (R/L)t-ε
=  

 

Παρατηρούµε ότι για t→∞, το ρεύµα τείνει 

ασυµπτωτικά προς τη τιµή (ε/R).  
Η ποσότης τ=L/R έχει διαστάσεις χρόνου και καλείται 

σταθερά χρόνου (ή σταθερά αποκατάστασης) του 

κυκλώµατος. Η ποσότης 5τ δηλώνει χονδρικά τον χρόνο που 

απαιτείται για να αποκατασταθεί το 99.4% της τελικής 

κατάστασης του κυκλώµατος. 
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� Παράδειγµα: το κύκλωµα RLC 

Θεωρούµε τα στοιχεία R,L,C συνδεδεµένα σε 

σειρά µε dc πηγή ΗΕ∆  Є . 
 

     

Eφαρµόζουµε τον 2
ο
 κανόνα Kirchhoff στο 

κύκλωµα ΑΒΓ∆ ε Α:  
 

(VA-VB)+(VB-VΓ)+(VΓ-V∆)+(V∆-VA)=0 

ή 

0RΙ
C

q

dt

dI
L ε =−++       (1) 

 

οπότε παραγωγίζοντας την (1) ως προς t και 

λαµβάνοντας υπόψιν ότι Ι=dq/dt, παίρνουµε 
 

0Ι
LC

1
Ι

L

R
I ''' =++       (2) 

όπου ο τόνος υποδηλώνει παράγωγο ως προς t.  
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Έχουµε επιλύσει την οµογενή διαφορική εξίσωση 

(2) και είχαµε βρει διάφορες λύσεις. Για 

παράδειγµα, στη περίπτωση της περιοδικής λύσης 

είχαµε βρει   
 

)φtωcos(eΙΙ (R/2L)t-

ο
+=      (3) 

 

όπου (Ιο,φ) αυθαίρετες σταθερές προσδιοριζόµενες 

από τις αρχικές συνθήκες, ενώ 2

2L
R

LC
1 )(ω −=  

είναι η συχνότητα ταλάντωσης.  Η συχνότητα  

LC
1

οω =  καλείται ιδιοσυχνότητα του κυκλώµατος 
 

Αν απλώς κάναµε αντικατάσταση του Ι=dq/dt 

στην (1), θα είχε προκύψει η εξίσωση 
 

L
q

LC

1
q

L

R
q

ε''' =++       (4) 

 

η οποία είναι µη-οµογενής (αλλά µε σταθερό µη-

γραµµικό όρο). Οι λύσεις της (4) είναι το 

άθροισµα των λύσεων της οµογενούς διαφορικής 

εξίσωσης [της µορφής (2)] συν µια µερική λύση 

της (4) [η οποία εν προκειµένω είναι Є /L], οπότε 

(ας πούµε) για περιοδική λύση θα έχουµε 
 

L

(R/2L)t-

ο

ε)δtωsin(eqq ++=       (5) 

όπου (qο,δ)αυθαίρετες σταθερές προσδιοριζόµενες 
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από τις αρχικές συνθήκες και 2

2L
R

LC
1 )(ω −=   

είναι η συχνότητα ταλάντωσης. 
Αφήνεται σαν άσκηση να επαληθεύσετε ότι η λύση (5) παρέχει τη λύση (3). 

 

 

 

� Παράδειγµα: κύκλωµα RLC σε ac τάση 

Θεωρούµε τα στοιχεία R,L,C συνδεδεµένα σε 

σειρά µε πηγή ac τάσης, ε(t)=Vοsinωt. 
 

 

Εφαρµόζουµε τον 2
ο
 κανόνα Kirchhoff στο 

κύκλωµα ΑΒΓ∆ ε Α: 
 

(VA-VB)+(VB-VΓ)+(VΓ-V∆)+(V∆-VA)=0 

ή 

0tωsinVRΙ
C

q

dt

dI
L

ο
=−++ .      (1α) 
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Για την επίλυση της (1α) ακολουθούµε την ίδια 

πορεία µε εκείνη του προηγούµενου παραδείγµα-

τος, οπότε προκύπτει η εξίσωση, 

 

tωcosVω
L

1
Ι

LC

1
Ι

L

R
I ο

''' =++ .      (2α) 

 

Όµως τώρα δεν µας ενδιαφέρει και πολύ η λύση 

της οµογενούς εξίσωσης, διότι ο παράγων 

απόσβεσης  
t

C2
R

e
−

 
 
µηδενίζει πολύ γρήγορα τη λύση 

αυτή. Κυρίως µας ενδιαφέρει η µερική λύση της 

(2α), η οποία εν προκειµένω θα έχει τη µορφή 

Ι(t)=Αsin(ωt-φ) { ή Αcos(ωt-φ), ή Αsin(ωt+φ), 

κλπ}, όπου (Α,φ) είναι σταθερές που θα πρέπει να 

προσδιοριστούν αντικαθιστώντας τη λύση αυτή 

στην (2α).  
 

Αφήνεται σαν άσκηση να αποδειχθεί ότι (βλέπε 

υποσηµείωση): 

 

22

Cω
1

ο

R)-Lω(

V
Α

+
= ,    

R

)-Lω(
φtan Cω

1

=  

 

Η ποσότητα 22

Cω
1 R)-Lω(Ζ +=  καλείται 

εµπέδηση ή σύνθετη αντίσταση του κυκλώµατος, 
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ενώ η ποσότης 
Cω
1

CΧ =  καλείται χωρητική 

αντίσταση και η ποσότης  LωΧ L =  επαγωγική 

αντίσταση. Τα µεγέθη Ζ, ΧC, XL µετρώνται σε 

Ohms. Γενικά, αν η εφαρµοζόµενη ac τάση είναι 

της µορφής ε(t)=Vοsinωt, τότε η εµπέδηση του 

κυκλώµατος Z ορίζεται από τη σχέση:  
 

)φtωsin(
Z

V
I 0 += 

. 

 

                                      

 Πράγµατι, αντικαθιστώντας τη λύση  Ι(t)=Αsin(ωt-φ)  στην (2α)  παίρνουµε:   φ)-tω(cosωΑφ)-tω(sinAω

L
R2 +−  

ωtcosVωφ)tωsin(A οL
1

LC
1 =−+ . Αναπτύσσοντας τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις παίρνοµε: 

ωtcosVω)φsinωt sinφcosωt (cosωΑ)φsinωt cosφcosωt )(sin-ω(A οL
R2

LC
1 =++− . Κάνοντας αναγωγή των τριγωνοµε-

τρικών όρων, έχοµε: 0ωtcos]VωφcosωΑφsinA)-ω([ωt sin]φsinωφcos)-ω[(A οL
R2

LC
1

L
R2

LC
1 =−+−++ .  (3α)    

Όµως οι τριγωνοµετρικές συναρτήσεις  cosωt και sinωt  είναι γραµµικώς ανεξάρτητοι, άρα θα πρέπει οι συντελεστές τους στην 

εξίσωση (3α) να µηδενίζονται, δηλ.    
(4a2)         0.VωφcosωΑφsinA)-ω(-

(4a1)                              ,0φsinωφcos)-ω(

οL
1

L
R2

LC
1

L
R2

LC
1

=−+

=+
 

Η εξίσωση (4α1) του συστήµατος (4α) δίδει αµέσως: 
R

)Lω(
φtan

Cω
1−

= .  Χρειαζόµαστε τις συναρτήσεις cosφ και sinφ στην 

(4α2).  Έτσι υπολογίζουµε:   

)Lω(R

R

φtan1

1
φcos

2

Cω
122 −+

=
+

=  και   

)Lω(R

)Lω(

φtan1

φtan
φsin

2

Cω
12

Cω
1

2 −+

−
=

+
= . 

Αντικαθιστώντας στην  εξίσωση (4α2), παίρνοµε:  0Vω

)Lω(R

R
ωΑ

)Lω(R

)Lω(
ωA οL

1

2

Cω
12

2

L
1

2

Cω
12

2

Cω
1

L
1 =−

−+
+

−+

−
, ή  

ο
2

Cω
12 V)Lω(RA =−+ , ή  2

Cω
12

ο )Lω(R/VA −+=   QED. 

 


