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Φροντιστήριο 2
ο
: 

Εισαγωγή στον διανυσµατικό λογισµό 
 

 

 
Βαθµωτά ή µονόµετρα µεγέθη (scalars): Για να 
οριστούν τα µεγέθη αυτά απαιτείται να δοθεί µόνο το 
µέτρο τους (περιλαµβανοµένης της µονάδας µέτρησης) 
 

 
∆ιανυσµατικά µεγέθη (vectors): είναι µεγέθη εκείνα τα 
οποία για να οριστούν απαιτείται να δοθεί το µέτρο τους 
και επί πλέον η διεύθυνση και φορά του µεγέθους, και η 
µονάδα µέτρησης του µεγέθους. 
 

 
 

Συµβολισµός:  âAA =
r

 ή âAA
rr

= , όπου AA
r

≡  είναι το 

µέτρο του διανύσµατος και â  είναι το µοναδιαίο 
διάνυσµα, δηλ. µέτρο 1â = . 
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Συνιστώσες διανύσµατος -  Συστήµατα συντεταγµένων 
 
Καρτεσιανές συντεταγµένες:  )z,y,x(r =

r
 

 
 
Το διάνυσµα θέσης (ή επιβατική  
ακτίνα) σώµατος στο σηµείο Ρ: 
 

)z,y,x(kzjyix)t(r ≡++=
rrrr

 

 

k,j,i
rrr
 είναι τα µοναδιαία 

διανύσµατα κατά µήκος των 
αξόνων x,y,z 
 
 
 
 
 
 

 
 

Η διανυσµατική ποσότης Α:  
 

)A,A,A(kAjAiAA zyxzyx ≡++=
rrrr
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 Πολικές συντεταγµένες 
 (στο επίπεδο x-y): 

 )θ,r(r =
r

  &  )A,A(A θr=
r

   

 
 Μετασχηµατισµός:   
 θsinry   ,θcosrx == , ή 

 22

x

y1 yxr    ),(tanθ +== −  

 
Μοναδιαία διανύσµατα: 

jir
rr
 θsin θcosˆ += , jiθ

rr
 θcos θsinˆ +−=  

θri ˆ θsinˆ θcos −=
r

, θrj ˆ θcosˆ θsin +=
r

 

 
 Στοιχειώδης επιφάνεια:  
 θrdrddr)θrd(dV =⋅=  

 
 
 

 
Κυλινδρικές συντεταγµένες: 

 )Α,Α,A(A zθr=
r

 &  )z,θ,r(r =
r

 

 
Μετασχηµατισµός:  
 φsinρy   ,φcosρx == , 

 
22

x

y1 yxρ    ),(tanφ +== −
  

 
 
Στοιχειώδης όγκος:  

dzφρdρddzdρ)ρdφ(dV =⋅⋅=
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Σφαιρικές συντεταγµένες:  )φ,θ,r(r =
r

και )Α,Α,A(A φθr=
r

 

 
Μετασχηµατισµός:  
 

x=rsinθcosφ, 
y=rsinθsinφ,  
z=rcosθ 
 

ή αντίστροφα 
 

)x/y(tanφ 1−= , 

)r/z(cosθ 1−= , 
222 zyxr ++=  

 
Μοναδιαία διανύσµατα: 

kjir
rrr
 θcos φsin θsin φcosθsinˆ ++= ,  

kjiθ
rrr
 θsin φsin θcos φcosθcosˆ −+= , 

jiφ
rr
 φcos φsinˆ +−=  

 

                                                         ή αντίστροφα 
 

                                                         φθri ˆ φsinˆ φcosθcosˆ φcosθsin −+=
r

,  

                                                         φθrj ˆ φcosˆ  φsinθcosˆ φsinθsin ++=
r

, 

                                                         θrk ˆ θsinˆ θcos −=
r

 
 
                                                         Στοιχειώδης όγκος:  
                                                   φdθdrd θsinrdV 2=  

 
 
Πράξεις επί των διανυσµάτων: 
 

•  Ισότης 2 διανυσµάτων: BA
rr

= ,  σηµαίνει Αx=Βx, Αy=Βy, ...   
 

• Πρόσθεση 2 διανυσµάτων: BAC
rrr

+= , σηµαίνει ότι το 

άθροισµα C
r
 έχει συνιστώσες: Cx=Αx+Βx, Cy=Αy+Βy, Cz=Αz+Βz 
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• Αριθµητικό (ή εσωτερικό) γινόµενο 2 διανυσµάτων: 

BAC
rr

⋅= , παριστά το µονόµετρο µέγεθος C το οποίο έχει 
µέτρο: C=ΑxΒx+ΑyΒy+ΑzΒz, ή άλλως C=ABcosθ, όπου θ 

είναι η γωνία µεταξύ των A
r
  και B

r
. 

 
• ∆ιανυσµατικό (ή εξωτερικό) γινόµενο 2 

διανυσµάτων:  BAC
rrr

×= , σηµαίνει ότι το διαν. γινόµενο 

C
r
 έχει µέτρο και διεύθυνση: n̂ θsinABC =

r
, όπου n̂  είναι 

το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο που ορίζουν 

τα διανύσµατα A
r
  και B

r
. 

 

Σε καρτεσιανές συντεταγµένες: 
 

k)BABA(j)BABA(i)BABA(

BBB

AAA

kji

BAC xyyxzxxzyzzy

zyx

zyx

rrr

rrr

rrr
−+−+−==×=  

 

Για παράδειγµα η συστροφή (το curl) του διανύσµατος A
r
 είναι: 

 

k)(j)(i)(

AAA

kji

A
y

A

x

A

x

A

z

A

z

A

y

A

zyx

zyx
xyzxyz

rrr

rrr

rr

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ −+−+−==×∇  

 
•  Γινόµενο διανύσµατος επί αριθµού:  σηµαίνει ότι 

απλά πολλα/ζεται το µέτρο του διανύσµατος: â)Αλ(Aλ =
r

 
 

•  ∆ιαίρεση 2 διανυσµάτων:  
B

A
r

r

  απαγορεύεται. 
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•  ∆ιαίρεση διανύσµατος δια αριθµού: σηµαίνει ότι 

απλά διαιρείται το µέτρο του διανύσµατος: â)
λ

Α
(

λ

A
=

r

 

•  Παραγώγιση διανύσµατος:  
dt

Ad
r

  σηµαίνει:  

k
dt

dA
j

dt

dA
i

dt

dA

dt

Ad zyx
rrr

r

++=  

 

•  Ολοκλήρωση διανύσµατος:  ∫ dtA
r

  σηµαίνει:   

 

∫+∫+∫=∫ dtAkdtAjdtAidtA zyx

rrrr
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Παράδειγµα 1ο (Έργο δύναµη − Επικαµπύλιο ολοκλήρωµα): 
Πλανήτης µάζας m περιφέρεται σε ελλειπτική τροχιά γύρω από τον 
ήλιο µάζας Μ, ο οποίος καταλαµβάνει το κέντρο της έλλειψης. Αν a 
και b είναι οι ηµιάξονες της ελλειπτικής τροχιάς του πλανήτη (a>b), 
υπολογίσατε το παραγόµενο έργο για να διαγραφεί ένα 
τεταρτηµόριο της έλλειψης. 
 

 

 
Λύση: Λαµβάνοµε το επίπεδο της έλλειψης σαν x-y 
επίπεδο και το κέντρο της έλλειψης σαν αρχή των 
αξόνων 0, όπου τοποθετείται ο ήλιος (ακίνητος). Το 
διάνυσµα θέσης του πλανήτη είναι, 
 

)y,x(jyix)t(r ≡+=
rrr

,  (1) 

 
όπου x,y δίδονται από τις ακόλουθες παραµετρικές 
εξισώσεις της έλλειψης, 

                      θsinby   ,θcosax == .  (2) 
 
[Πολύ πιθανόν η δεδοµένη καµπύλη της τροχιάς να δίδεται από µια µαθηµατική σχέση 

της µορφής: y=f(x), π.χ. για την έλλειψη η σχέση αυτή είναι: 1
2

2

2

2

b

y

a

x =+ , η οποία 

πράγµατι προκύπτει από τις (2), απαλείφοντας τη µεταβλητή θ]. Η δύναµη που 
ασκείται στο πλανήτη, σύµφωνα µε το νόµο βαρύτητος 
του Νεύτωνα, έχει τη µορφή 
 

r
r

Mm
Gr̂

r

Mm
GF

32

rr
−=−=  ή  )y

r

Mm
G ,x

r

Mm
G(F

33
−−≡

r
  (3) 
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Το µείον πρόσηµο στη (3) απλά υποδηλώνει το γεγονός 
ότι η δύναµη είναι ελκτική και κατευθύνεται προς την 
αρχή των αξόνων 0, ενώ το µέτρο r ισούται µε:  
 

).ba/(bε    οπου   ,θsinεbaθsin)ba(b  

)θsin1(bθsinaθcosbθsinayxr

222222222222

2222222222

−=+−=−+=

−+=+=+=
 

 
Το έργο που παράγεται (ή δαπανάται) κατά τη µεταφορά 
του πλανήτη από το σηµείο-Α στο σηµείο-Β της τροχιάς 
του, δίδεται από το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα, 
 

∫ ⋅=→

B     

A
BA rdF  W

rr
   (4) 

 
όπου rd

r
 είναι το στοιχειώδες βήµα ολοκλήρωσης πάνω 

στη καµπύλη της τροχιάς, από τo σηµείο: Α→Β. 

Χρησιµοποιώντας τις παραµετρικές εξισώσεις (2), 

λαµβάνουµε: )dθ θcosb θsina(rd ji
rrr

+−= . (Αν αντί της έλλειψης, 
είχαµε περιφέρεια κύκλου για τροχιά, τότε θα ίσχυε: a=b=r, οπότε η προηγούµενη σχέση θα 

γραφότανε: dθr)dθ  θcos θsin(rrd θji
rrrr

=+−= , όπου κάναµε χρήση και των σχέσεων 

µετασχηµατισµού των πολικών συντεταγµένων, σελ. 3. Βλέπουµε δηλ. ότι αναπαράγουµε τα 

αποτελέσµατα της σελ. 6). Μετά από τα παραπάνω, η (4) γράφεται 
 

)dθθcosb(Fdθ )θsina(F  W y

B     

A
xBA +∫ −=→  

∫
+−

+−
−=

B     

A
2/3222/322

22

dθ
)θsinε()ba(

θcosθsinbθsinθcosa
  GMm           

∫
+

−

−
=

B     

A
2/322

22

2/322 )θsinε(

dθ θcosθsin)ba(
  

)ba(

GMm
           

∫
+−

=
B     

A
2/32222 )θsinε(

dθ θcosθsin
  

ba

GMm
               (5) 
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Το ολοκλήρωµα υπολογίζεται εύκολα
†
 και στο τέλος 

εφαρµόζουµε το όριο: Α≡0 → Β≡π/2, 
 

=∫
+

=∫
+

=
B     

A
2/322

B     

A
2/322 )θsinε(

dsinθ θsin
  

)θsinε(

θd θosc θsin
  Ι  

∫
+

=∫
+

 →
=

B     

A
2/322

2B     

A
2/322θcosu )uε(2

du
  

)uε(

udu
   

22
2
3

122

2
1

B     

A
2/322

22

uε

1

1

)uε(

)uε(2

)uεd(
  

2
3

+
−=

+−

+
∫ =

+

+
=

+−

22

2

2/πθ

0θ
22

ba)
ab

ab
(

1ε

1

ε

1

θcosε

1
−

−
=

+
+−=

+
−=

=

=

 

 
δηλ. το παραγόµενο έργο για τη διαγραφή ενός 
τεταρτηµορίου είναι: 
 

0)
a

1

b

1
(GMmba)

ab

ab
(

ba

GMm
W 22

22τετ1ο
<−−=−

−

−
=    (6) 

 
(Στη περίπτωση κυκλικής τροχιάς, δηλ. για a=b=r, το έργο µηδενίζεται: W=0! Γιατί όµως;)  
Στη περίπτωση συντηρητικών δυνάµεων, ορίζεται ως δυναµική ενέργεια η συνάρτηση 
U(x,y,z), της οποίας η µεταβολή µεταξύ των τιµών της στα σηµεία Α και Β του Ευκλείδειου 
χώρου να ισούται µε το αρνητικό έργο της συντηρητικής δύναµης για τη µεταφορά ενός 

σώµατος από το σηµείο Α στο Β, δηλ. UB-UA=-WA→B.Συνεπώς, U(B)-U(A)=-WA→B. Αν τώρα 

επιλέξουµε το Α να είναι στο άπειρο (δηλ. a=∞) και υποθέσουµε ότι, U(∞)=0, και αν το 

σηµείο Β βρίσκεται σε κάποια απόσταση b=r από τον ήλιο, τότε χρησιµοποιώντας το 

αποτέλεσµα (6), βρίσκοθµε:  UB-0=-WA→B, δηλ.  Ur)=-GMm/r  (το γνωστό µας αποτέλεσµα). 
 
Θα επαναλάβουµε τους ίδιους υπολογισµούς, στη 
περίπτωση που η καµπύλη ολοκλήρωσης δίδεται από 
µια µαθηµατική σχέση της µορφής: y=f(x), πχ. για το 

παραπάνω πρόβληµα: 22

a

x xa
a

b
1b)x(fy

2

2

−±=−±=≡ . 

                                           
† Για τους υπολογισµούς σας καλό είναι να χρησιµοποιείτε κάποιο µαθηµατικό τυπολόγιο, όπως το 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΕΓΧΕΙΡΙ∆ΙΟ ή ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ της σειράς SCHAUM.  
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Το παραγόµενο έργο από τη δύναµη F δίδεται από το 
επικαµπύλιο ολοκλήρωµα, 
 

=∫ ′+=∫ +=∫ ⋅=→

B     

A
yx

B     

A
yx

B     

A
BA (x)dxfFdxF  dyFdxF  rdF  W

rr
 

◊=∫
′+

−=∫
′+

−=
B     

A
3

B     

A
3

dx
r

(x)f)x(fx
  [GMm

r

(x)dxfydxx
  [GMm  

 

όπου 22
22

22

2

2
222 xε

a

)ba(
)xa(

a

b
xyxr +

−
=−+=+= , και 

)ba/(baε 22222 −= .  

 
Συνεπώς το ολοκλήρωµα ισούται: 
 

∫
+

−
−−+

−
−=◊

B     

A
2/322

22a

b22

a

b

2/322

3

dx
)xε(

)
xa

x
(xax

  
)ba(

a
GMm  

 

∫
+

+

−
−=∫

+−
−=

B     

A
2/322

22

22

B     

A
2/32222 )xε(2

)xε(d
  

ba

GMma

)xε(

xdx
  

ba

a
GMm  

 
0x

ax

2222
2

3

122

22 xε

1

ba

GMma

1

)xε(

ba2

GMma 2
3

=

=

+−

+−
=

+−

+

−
−=  

 

)
b

1

a

1
(GMm)

ε

1

aε

1
(

ba

GMma
22 ba/abε2222

−= →−
+−

=
−=

,  

δηλ. αναπαραγάγουµε το αποτέλεσµα (6)!! 
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Παράδειγµα 2
ο
 (Ώθηση δύναµης): Μια µπάλα του baseball 

110gr ρίχνεται µε ταχύτητα 2.6m/s από τον pitcher. 
Κτυπώντας την ο batter µε το ρόπαλο Β, εκτοξεύεται µε 
ταχύτητα 4m/s κατά τη διεύθυνση που φαίνεται στο σχήµα. 
Αν η διάρκεια της επαφής της µπάλας µε το ρόπαλο είναι 
0.015s, προσδιορίσατε την µέση δύναµη που ασκείται 
πάνω στη µπάλα κατά το κτύπηµα. 

 

 
 
 
 
 
 

→→→→ +x  

 
 
 

 
Λύση: Από τον 2

ο
 νόµο του Νεύτωνα, dt/pdF

rr
= , έχοµε: 

dtFpd
rr

= , και ολοκληρώνοντας από µια αρχική στιγµή tαρχ 

έως µια στιγµή tτελ, παίρνοµε  
 

∫=−
τελ

αρχ

t          

t
αρχτελ dtFpp

rrr
.     (7) 

Η ποσότης ∫=
τελ

αρχ

t          

t

dtFΙ
r
 καλείται ώθηση (impulse) της 

δύναµης F
r
. Η σχέση (7) αναφέρεται σαν θεώρηµα 

ώθησης - ορµής. Αν F  είναι µια µέση τιµή της δύναµης 
για το διάστηµα που εφαρµόζεται πάνω στο σώµα, δηλ. 

t∆FdtFΙ
τελ

αρχ

t          

t

⋅=∫=
r

, όπου αρχτελ ttt∆ −=  είναι η διάρκεια του 

φαινοµένου, τότε η (7) γράφεται,  
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t∆Fpp αρχτελ ⋅=−
rr

,   (8) 
 

από την οποία µπορούµε να υπολογίσουµε τη µέση 
δύναµη. Πράγµατι,  
 

στο x-άξονα:    )]υm(40cosυm[
t∆

1
)pp(

t∆

1
F αρχ

ο
τελx,αρχx,τελx −−=−=  

                            Nt5.41)6.240cos4(110.0
015.0

1 ο =+=  

 

στο y-άξονα:    )040sinυm(
t∆

1
)pp(

t∆

1
F ο

τελy,αρχy,τελy −=−=  

                            Nt8.18)040sin4(110.0
015.0

1 ο =−=  

άρα   

(Nt) 8.185.41FFF yx jiji
rrrr

+=+= , 

ή  

Nt45.6 8.185.41F 22 =+= ,   o

x

y
27)

5.41

8.18
(tan

F

F
(tanθ 11 === −− ) . 

 

Μπορούµε να υπολογίσουµε το παραγόµενο έργο από 
τη δύναµη F

r
 πάνω στη µπάλα. Πράγµατι, 

χρησιµοποιώντας το θεώρηµα έργου-ενέργειας έχοµε:  
 

Joules42)6.24(110.0υmυmK∆W 22

2

12
αρχ2

12
τελ2

1 =−=−==  

 
 

Παράδειγµα 3
ο
 (∆ιατήρηση ορµής-Φαινόµενο Compton): 

∆έσµη φωτός µήκους κύµατος λ προσπίπτει πάνω σε 
νέφος ηρεµούντων (? σχεδόν) ηλεκτρονίων (πχ. µέσα σε 
µέταλλο). Παρατηρείται ότι εκσφενδονίζονται ηλεκτρόνια 
έξω από το νέφος. Να υπολογιστεί η µεταβολή του µήκους 
κύµατος του σκεδαζόµενου φωτός (σχετικιστική θεώρηση). 
 

Λύση: Κατά την κβαντική θεωρία, το φως έχει διπλή υπόσταση, 
δηλ. εµφανίζει κυµατικές ιδιότητες, όπως ανάκλαση, συµβολή 
κλπ., αλλά και σωµατιδιακές ιδιότητες, δηλ. µπορεί να 
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συγκρουστεί µε υλικά σώµατα, κλπ.  Όσον αφορά το τελευταίο 
ισχυρισµό, ο Max Planck (γύρω στο 1900) υπέθεσε ότι το φως 
αποτελείται από δέσµη φωτονίων, τα οποία είναι οντότητες που 
έχουν ενέργεια ίση µε hν, ορµή ίση µε h/λ, αλλά µάζα m µηδέν. 
Συνεπώς, κατά τη σκέδαση του φωτός από ηλεκτρόνια, στην 
ουσία πρόκειται για σύγκρουση φωτονίων πάνω σε ηλεκτρόνια 
(η προσέγγιση αυτή του προβλήµατος οφείλεται στον Einstein). 

 
Κατά τη σχετικιστική προσέγγιση, η ενέργεια ενός σώµατος 

ισούται: 222 )mc()cp(E += , όπου c η ταχύτης του φωτός, και 

p,m η ορµή και µάζα του σώµατος.  
 

Κατά τη κρούση ενός φωτονίου µε ένα ηλεκτρόνιο (που 
ηρεµεί γιατί;), ισχύουν οι ακόλουθοι νόµοι διατήρησης: 
 
α) Ενέργεια πριν τη κρούση = ενέργεια µετά τη κρούση,  
 

2222 )mc()cp('νhmcνh ++=+  (9) 
 

β) Ορµή πριν τη κρούση = ορµή µετά τη κρούση, 
 

κατά τον x-άξονα:    φcospθcos
'λ

h
0

λ

h
+=+  (10) 

 

κατά τον y-άξονα:    φsinpθsin
'λ

h
00 −=+  (11) 
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Απαλείφοντας τη γωνία φ µεταξύ των (10),(11), 
παίρνουµε 
 

2
2

2

2

2

2

pθcos
'λλ

h
2

'λ

h

λ

h
=−+  (12) 

 

Ισχύει: λν=c, άρα ν=c/λ, και αντικαθιστώντας στην (9), 
 

2222 )mc()cp(
'λ

hc
mc

λ

hc
++=+  ή  

'λ

hc
mc

λ

hc
)mc()cp( 2222 −+=+ , 

 

και υψώνοντας στο τετράγωνο,  
 

'λ

hc

λ

hc
2

'λ

hc
mc2mc

λ

hc
2

'λ

ch
)mc(

λ

ch
)mc()cp( 22

2

22
22

2

22
222 −−+++=+  

ή 

'λ

hc

λ

hc
2

'λ

hc
mc2mc

λ

hc
2

'λ

ch

λ

ch
)cp( 22

2

22

2

22
2 −−++= . 

 

Αντικαθιστώντας την ορµή p από την (12) παίρνοµε, 
 

)
'λ

hc

λ

hc
(mc)θcos1(

'λλ

hc 2
22

−=− , 

 

οπότε η µεταβολή του µήκους κύµατος του 
σκεδαζόµενου φωτός είναι 
 

)θcos1(
mc

h
)λ'λ(λ∆ −=−≡ . 

 

Η σταθερά 0242.0
mc

h
λC =≡ ÅÅÅÅ  καλείται µήκος κύµατος Compton. 

 
 

 


