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ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ 
 

Ποια είναι η χρήση των παραγώγων στην Φυσική και τι ακριβώς είναι; Ένα 

παράδειγµα θα µας διαφωτίσει. Έστω ότι ένα αυτοκίνητο βρίσκεται την χρονική 

στιγµή t = 0 s στο σηµείο x = 0 m και κινείται σε ευθύγραµµη οµαλή κίνηση µε 

ταχύτητα u = 2 m/s. Αυτό σηµαίνει ότι σε ίσα χρονικά διαστήµατα, διανύει ίσες 

αποστάσεις, εποµένως το διάγραµµα x-t πρέπει να είναι µια ευθεία γραµµή: 
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Για να υπολογίσουµε την ταχύτητα π.χ. στο t = 4 s χρησιµοποιούµε την γνωστή 

σχέση x/t εάν ξεκινάµε από το x, t = 0, 0 όπως σε αυτό το παράδειγµα. Αυτό δίνει 

 

x/t = 8m / 4s = 2 m/s  

 Αυτή είναι και η κλίση της ευθείας του γραφήµατος. Τι γίνεται όµως στην πεπίπτωση 

ενός τρελού οδηγού που αυξοµειώνει την ταχύτητά του; Θεωρήστε για παράδειγµα τα 

δεδοµένα που κατέγραψε ένας φοιτητής ως συνοδηγός στο αυτοκίνητο ενός φίλου 

του στον δρόµο µπροστά από την πρυτανεία: 
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Από την αρχική κλίση φαίνεται ότι ο οδηγός ξεκίνησε µε µεγάλη ταχύτητα στο t = 0 

(κόντρα;) αλλά µετά ελάττωσε ταχύτητα γιατί συνειδητοποίησε ότι δεν είναι σωστό 

αυτό που κάνει λόγω ασφαλείας αλλά και λόγου του υπερβολικού θορύβου που κάνει 

η εξάτµισή του! Περνώντας από το περίπτερο στο x = 80m σταµάτησε για περίπου 2 

δευτερόλεπτα (τµήµα ΑΒΓ) να ρωτήσει εάν υπάρχουν αθλητικές εφηµερίδες 

(µπορείτε να µαντέψετε την απάντηση;). Μετά συνέχισε πάλι την πορεία του 

αυξοµειώνοντας την ταχύτητά του για να προσαρµοσθεί στις ανάγκες της 

κυκλοφορίας. Προφανώς η κίνηση του δεν είναι ευθύγραµµη οµαλή αφού για ίδια 

χρονικά διαστήµατα βρίσκουµε διαφορετικούς χρόνους (αυτό φαίνεται από το 

διάγραµµα εάν σχηµατίσουµε τρίγωνα παρόµοια µε αυτά του Σχήµατος 1 σε 

διαφορετικά σηµεία).   Η ερώτηση είναι πως µπορούµε να υπολογίσουµε τώρα την 

ταχύτητα σε διαφορετικά σηµεία της καµπύλης. Εάν χρησιµοποιήσουµε την γνωστή 

µας έκφραση x/t θα µας δώσει λάθος αποτελέσµατα αφού π.χ. στο σηµείο Β δίνει 

 

x/t = 80m / 4s = 20 m/s  

 

(αυτή είναι η κλίση της ευθείας ΟΒ αλλά δεν έχει σχέση µε την ταχύτητα). 

∆ιαισθητικώς περιµένουµε ότι σε σηµεία µε µεγάλη κλίση να έχουµε και µεγάλη 

ταχύτητα γιατί µεγάλη  κλίση σηµαίνει ραγδαία αύξηση του x για µικρές µεταβολές 

του t.  
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Πως όµως υπολογίζουµε την κλίση µιας καµπύλης; Ας ξεκινήσουµε από αυτά που 

ήδη γνωρίζουµε: Η κλίση µιας ευθείας µεταξύ δύο σηµείων Α(tA, xA) και Β(tΒ, xΒ) 

δίνεται από την έκφραση  

 

λ = (xΒ - xA) / (tΒ - tA)  (1) 

 

Η παραπάνω έκφραση µπορεί να χρησιµοποιηθεί εάν κοιτάξουµε µια καµπύλη “σε 

µικροσκόπιο”. Τότε σε µικρά διαστήµατα η καµπύλη δεν αλλάζει απότοµα και 

µπορούµε να την θεωρήσουµε ως σύνολο πολύ µικρών ευθύγραµµων τµηµάτων. 

Θεωρήστε για παράδειγµα το παρακάτω διάγραµµα (προσέξτε πόσο µικρές είναι οι 

µονάδες): 
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Εδώ τα µπλε σηµεία ανήκουν σε µια καµπύλη και ενώνονται µεταξύ τους µε τα 

κόκκινα ευθύγραµµα τµήµατα (όπως το ΑΒ). Προσέξτε ότι τα τµήµατα ως σύνολο 

µοιάζουν να είναι η καµπύλη και δύσκολα µπορεί να διακρίνει κανείς την διαφορά. 

Εποµένως έχει νόηµα να πούµε ότι η κλίση της καµπύλης σε ένα σηµείο είναι κατά 

προσέγγιση ίση µε την κλίση του αντίστοιχου ευθύγραµµου τµήµατος και να 

χρησιµοποιήσουµε την σχέση (1) παραπάνω. Π.χ. στο σηµείο Α η κλίση είναι 

 

λ = (49-36 µm) / (7-6 µs) = 13 m/s  
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Πόσο ακριβής είναι αυτή η κλίση; Όσο µικρότερο το ευθύγραµµο τµήµα τόσο το 

καλύτερο. Εάν για παράδειγµα χωρίζαµε το παραπάνω διάγραµµα ανά ∆t = 1 ns αντί 

για ∆t = 1 µs, τότε τα ευθύγραµµα τµήµατα θα ήταν σχεδόν σαν µια συνεχόµενη 

καµπύλη. Εάν λοιπόν γράφαµε ένα πρόγραµµα στον υπολογιστή και χρειαζόταν να 

υπολογίσουµε την κλίση µιας καµπύλης σε κάθε σηµείο, τότε θα κατασκευάζαµε 

έναν βρόγχο (loop) µε µικρό βήµα dt = 1E-10 s και θα χρησιµοποιούσαµε την 

παραπάνω σχέση. Μαθηµατικώς όταν κάτι γίνεται µικρότερο και µικρότερο λέµε ότι 

παίρνουµε το όριο του στο µηδέν. Έτσι η πιο ακριβής γραφή της εξίσωσης (1) θα 

ήταν 

AB

AB

tt tt

xx

t

x

−

−
=

∆

∆
=

→∆→∆ 00
limlimλ  

 

Τώρα εάν διαλέξουµε για tA µια τυχαία χρονική στιγµή t τότε το tΒ = tA + ∆t. Εάν το x 

είναι µια συνεχής συνάρτηση του t, δηλαδή x(t), τότε η κλίση την χρονική στιγµή t 

δίνεται από την 

 
0 0

( ) ( )
lim lim

t t

x x t t x t

t t
λ

∆ → ∆ →

∆ + ∆ −
= =

∆ ∆
 

 

Αυτή η έκφραση είναι ο ορισµός της παραγώγου στα Μαθηµατικά. Μπορεί να 

φαίνεται κάπως αφηρηµένη έννοια αλλά για δεδοµένο αριθµό t µας δίνει έναν άλλο 

αριθµό που εκφράζει την κλίση της καµπύλης  x(t) στο συγκεκριµένο t. Επειδή γενικά 

µια καµπύλη  δεν έχει σταθερή κλίση, τότε η παράγωγος είναι µια νέα συνάρτηση 

f(t), δηλαδή 
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Ευτυχώς για εµάς, δεν χρειάζεται να καθόµαστε να υπολογίζουµε την (2) για κάθε 

γνωστή συνάρτηση  x(t) αφού το έχουν κάνει ήδη οι Μαθηµατικοί για εµάς. Για 

παράδειγµα η παράγωγος ορισµένων γνωστών συναρτήσεων φαίνονται στον 

παρακάτω πίνακα: 
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Επίσης οι Μαθηµατικοί µας έχουν δώσει και ένα σύνολο κανόνων για τον 

υπολογισµό των παραγώγων των πιο σύνθετων συναρτήσεων (ο φοιτητής 

παραπέµπεται σε βιβλία Μαθηµατικής Ανάλυσης) . Οι δε Φυσικοί κουράζονται να 

κουβαλάνε συνεχώς τον ορισµό του ορίου διότι οι παράγωγοι εµφανίζονται τακτικώς 

στην Φυσική και έτσι χρησιµοποιούν τον λεγόµενο “απειροστό χρόνο” dt και την 

“απειροστή αποµάκρυνση” dx οι οποίοι ορίζονται ως 
0

lim
t

dt t
∆ →

= ∆  και 

0
lim
x

dx x
∆ →

= ∆ αντίστοιχα. Έτσι  η παράγωγος (2) παίρνει την εξής απλή µορφή 
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Αυτός ο ορισµός δίνει µια κάπως πιο καθαρή φυσική εποπτεία αφού µας θυµίζει ότι 

τα dt και dx δεν είναι τίποτα άλλο από µικρές µεταβολές (ονοµάζονται επίσης και 

διαφορικά) και ο λόγος τους είναι κάτι σαν ρυθµός. Έτσι η ταχύτητα στην Φυσική 

συµβολίζεται ως /u dx dt= , η επιτάχυνση /a du dt= , η γωνιακή ταχύτητα 

/d dtω θ= και η ισχύς /P dW dt= (έργο ανά µονάδα χρόνου). Η παράγωγος της 

παραγώγου, δηλαδή η δεύτερη παράγωγος, συµβολίζεται ως  

 
2

2

( / )d dx dt d x
a

dt dt
= =  

(προσέξτε την θέση του τετραγώνου στον κάθε όρο). 

 

Παράδειγµα 1. Να υπολογισθεί η ακριβής κλίση του x(t) στο σηµείο Α του Σχήµατος 

3. Λύση: 

 

Με µια γρήγορη µατιά µπορούµε να δούµε ότι τα σηµεία επαληθεύουν την καµπύλη 

x(t) = t
2
 όπου το x είναι σε µm και το t είναι σε µs. Η  κλίση σε κάθε σηµείο είναι        

λ = dx/dt και σύµφωνα µε τον Πίνακα 1 έχουµε λ = 2t. Στο σηµείο Α ο χρόνος είναι    

t = 6 µs και άρα  λ = 12 m/s. Να συγκριθεί αυτό µε την τιµή των 13 m/s που βρέθηκε 

παραπάνω.   

 

Παράδειγµα 2. Ένα κινητό κινείται σύµφωνα µε την σχέση x(t) = cos(t). Ποια είναι η 

θέση του και η ταχύτητά του στο σηµείο t = 0; Λύση: 

 

Η θέση του είναι x(0) = cos(0) = 1. Από τον Πίνακα 1 η ταχύτητα του είναι                         

u = dx/dt = sin(t) και στο t = 0 έχουµε u(0) = 0. 

 

 

Σηµείωση: Ο συµβολισµός /f t∂ ∂ παριστάνει την µερική παράγωγο (δες Παράρτηµα 

2) 
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ΑΟΡΙΣΤΑ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑΤΑ 

 

Το αόριστο ολοκλήρωµα είναι απλά το αντίθετο της παραγώγου. Έτσι εάν π.χ. η F(t) 

είναι η παράγωγος της  f(t)  (δηλαδή F = df / dt) τότε η f(t)  είναι το αόριστο 

ολοκλήρωµα της F(t). Για να βρούµε τα αόριστα ολοκληρώµατα γνωστών 

συναρτήσεων απλά καταφεύγουµε στον Πίνακα 1 και αντιστρέφουµε τις στήλες του.  

 

Έτσι το αόριστο ολοκλήρωµα της συνάρτησης  1/t είναι το ln t κ.ό.κ. Γεωµετρικώς 

αυτό ισοδυναµεί µε την ερώτηση ποια συνάρτηση στο σηµείο t έχει κλίση ίση µε 1/t; 

Απάντηση: Η συνάρτηση f(t) = ln t. Βέβαια για να είµαστε απολύτως ακριβείς πρέπει 

να προσθέσουµε και µια αυθαίρετη σταθερά, δηλαδή το αόριστο ολοκλήρωµα του 1/t 

είναι το ln t + c όπου c είναι µια αυθαίρετη σταθερά. Αυτό γίνεται γιατί εάν 

µετατοπίσουµε µια καµπύλη κατά c, η κλίση της δεν αλλάζει. Εποµένως η οικογένεια 

καµπυλών ln t + c έχουν όλες τις ίδια κλίση για δεδοµένο t.  
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Αυτό που κάπως µπερδεύει τους φοιτητές είναι ο συµβολισµός του ολοκληρώµατος. 

Αυτό που λέµε µε λόγια ότι η f(t) είναι το αόριστο ολοκλήρωµα της F(t), το 

γράφουµε µαθηµατικώς ως 

 ( ) ( )f t F t dt= ∫  

Π.χ.   

1
ln( )t c dt

t
+ = ∫  

δηλαδή χρησιµοποιούµε µια ειδική καµπύλη (κάτι σαν Αγγλικό S τραβηγµένο) αλλά 

στο τέλος βάζουµε το διαφορικό της µεταβλητής ως προς την οποία ολοκληρώνουµε. 

Γιατί γίνεται αυτό θα το καταλάβουν οι φοιτητές εν καιρώ (εγώ ακόµα προσπαθώ!!! 

Αστειεύοµαι φυσικά). Για τώρα απλά χρησιµοποιείστε τον συµβολισµό αυτόν τυφλά 

ή διαβάστε το Παράρτηµα 1 στο τέλος αυτών των σηµειώσεων για µια καλύτερη 

εξήγηση.  

 

Παράδειγµα 3. Ένα κινητό κινείται σύµφωνα µε ταχύτητα u που δίνεται από την 

σχέση u(t) = t
3
. Ποια είναι η έκφραση της θέση του x(t) συναρτήσει του χρόνου; 

Λύση: 

 

Αφού u = dx/dt τότε αντιστρόφως 3( ) ( )x t u t dt t dt= =∫ ∫ . Σύµφωνα µε τον Πίνακα 1 

εάν παραγωγίσω το t
4
 παίρνω 4 t

3
, άρα το αόριστο ολοκλήρωµα του 4t

3
 είναι το t

4
. Οι 

Μαθηµατικοί µας λένε ότι η πράξη της παραγώγισης δεν επηρεάζει τις 

πολλαπλασιαστικές σταθερές οπότε διαιρώ µε 4 και έχω ότι το αόριστο ολοκλήρωµα 

του t
3
 είναι το t

4
/4.   Εποµένως 

3 4( ) / 4x t t dt t c= = +∫  

Προσέξτε ότι συµπεριλήφθηκε και η σταθερά c. Αυτή η αυθαίρετη σταθερά γίνεται 

συγκεκριµένη εάν µας δοθούν αρχικές συνθήκες, π.χ. εάν το σώµα στο t = 0 ξεκινάει 

από την αρχή των αξόνων x = 0, τότε από την παραπάνω εξίσωση έχουµε και c = 0.  
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ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

 

ΟΡΙΣΜΟΣ: Το ορισµένο ολοκλήρωµα είναι η διαφορά του αορίστου ολοκληρώµατος 

σε δυο διαφορετικά σηµεία t1 και t2. Συµβολίζεται ως εξής:  

 

 

2

1

( )

t

t

F t dt∫  

 

Έτσι εάν η f(t) είναι το αόριστο ολοκλήρωµα της F(t), τότε 

 

 

2

2 1

1

( ) ( ) ( )

t

t

F t dt f t f t= −∫  

 

Σηµείωση: Ορισµένες φορές την διαφορά 2 1( ) ( )f t f t− την συµβολίζουµε ως [ ] 2

1
( )

t

t
f t  

 

Για παράδειγµα το ορισµένο ολοκλήρωµα  

 

 

5

1

1
dt

t∫  

ισούται µε [ ]5
1

ln( ) ln 5 ln1 ln 5 0 ln 5t c c c+ = + − − = − = . 

 

Παρατηρήστε ότι αντίθετα µε το αόριστο ολοκλήρωµα που είναι µια συνάρτηση, το 

ορισµένο ολοκλήρωµα είναι ένα απλός αριθµός. Επίσης η αυθαίρετη σταθερά c του 

αορίστου ολοκληρώµατος απαλείφεται λόγω της διαφοράς, οπότε µπορούµε εξ’αρχής 

να την παραλείψουµε στην [ ] 2

1
( )

t

t
f t . 
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Παράρτηµα 1: Ο συµβολισµός του ολοκληρώµατος 

 

 

Γιατί εισάγουµε ένα διαφορικό dt µέσα στον συµβολισµό του ολοκληρώµατος; Ιδού 

δυο εξηγήσεις: 

 

α) Όπως είδαµε ο συµβολισµός ( ) ( )f t F t dt= ∫  σηµαίνει ότι η f(t) είναι το αόριστο 

ολοκλήρωµα της F(t), ή αντίστροφα η F(t) είναι η παράγωγος της f(t): 

  

/F df dt=  

  

Συνδυάζοντας τις δυο έχουµε  

 

df
f dt df

dt
= =∫ ∫  

 

Αυτό σηµαίνει ότι η πράξη της ολοκλήρωσης ∫  αναιρεί  την πράξη της διαφόρισης 

d , η οποία όπως είπαµε περιορίζει κάτι στο όριο του µηδενός. Εξ ου και η λέξη 

ολοκλήρωση που δηλώνει το αντίθετο.  

 

β) Η φυσική σηµασία του ορισµένου ολοκληρώµατος 

2

1

( )

x

x

A g x dx= ∫ είναι ότι το A 

ισούται µε το εµβαδόν ανάµεσα στην καµπύλη g(x) και τον άξονα x µεταξύ των 

ορίων x1 και x2: 

 

 

 

 
 

g(x) 

x 

x2 x1 

Εµβαδόν Α 

dx 
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Οπότε η ιδέα είναι ότι σε ένα απειροστά µικρό διάστηµα dx το g(x) είναι περίπου 

σταθερό και µας δίνει το ύψος του στοιχειώδους παραλληλογράµµου που φαίνεται 

στο παραπάνω σχήµα. Έτσι το  g(x)dx µας δίνει το εµβαδόν αυτού του 

παραλληλογράµµου (ύψος × βάση). Η ολοκλήρωση σηµαίνει ότι παίρνουµε το 

σύνολο όλων των στοιχειωδών παραλληλογράµµων από x1 έως και  x2. 
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Παράρτηµα 2: Η µερική παράγωγος 

 

Όταν µια συνάρτηση έχει περισσότερες της µια µεταβλητές π.χ.  f = f(x, t) τότε έχει 

νόηµα να παραγωγίσουµε ξεχωριστά την κάθε µια µεταβλητή, κρατώντας τις άλλες 

µεταβλητές σταθερές. Αυτές οι παράγωγοι ονοµάζονται µερικές παράγωγοι, 

συµβολίζονται µε /f x∂ ∂ και /f t∂ ∂ , και ισούνται µε 

 

 
( , ) ( , )

lim
x

f f x x t f x t

x x∆ →∞

∂ + ∆ −
=

∂ ∆
 

 
( , ) ( , )

lim
t

f f x t t f x t

t t∆ →∞

∂ + ∆ −
=

∂ ∆
 

 

 

Παράδειγµα: Εάν  f(x, t) = t
3
 ln(x)  τότε 

 
3/ /f x t x∂ ∂ =  

 και 

 

)ln(3/ 2 xttf =∂∂  

 

∆ηλαδή παραγωγίζουµε την κάθε µεταβλητή ξεχωριστά ωσάν η άλλη µεταβλητή να 

ήταν µια σταθερά.   
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