
∆ιαφάνειες µαθήµατος από τον διδάσκοντα 
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TAΛANTΩΣEIΣ

TAΛANTΩΣH: έχουµε όταν η δύναµη που δρά πάνω στο σώµα είναι 
ανάλογη προς την αποµάκρυνσή του από την θέση ισορροπίας του και 
κατευθύνεται πάντοτε προς το σηµείο ισορροπίας του.

AΠΛH APMONIKH TAΛANTΩΣH:      )sin( φtωAx +=

ταχύτης του σώµατος: )cos( φtωAω
dt
dxυ +==

επιτάχυνση του σώµατος: )sin( φtωAω
dt
υda 2 +−==
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ΠAPA∆EIΓMATA APMONIKHΣ TAΛANTΩΣHΣ:

1) Mάζα προσδεδεµένη στο άκρο ελατηρίου: F=−kx 

H εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι: kx
dt

xdm 2

2
−= (1) 

Επίλυση της (1): H (1) γράφεται 

x
m
k

dt
xd

2

2
−= (2). 

 
H εξίσωση (2) είναι οµογενής διαφορική εξίσωση 2ας τάξεως. Μπορεί να επιλυθεί µε
ολοκλήρωση. Πράγµατι, πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη επί x' (ο τόνος σηµαίνει 

παράγωγο ως προς t) και έχουµε: xx
m
kxx ′−=′′′ ή )()(

2
x

dt
d

m
k

2
x

dt
d 22

−=
′

ή

0
2

x
m
k

2
x

dt
d 22

=+
′

)( , την οποίαν µπορούµε να ολοκληρώσουµε:

cdt
2

x
m
k

2
x

dt
d 22

=+
′

∫ )( , 

 

όπου c η σταθερά ολοκλήρωσης. Προκύπτει λοιπόν, c
2

x
m
k

2
x 22

=+
′

. Είναι εύκολο να 

αναδιατάξουµε τους όρους στο πρώτο ολοκλήρωµα που έχουµε βρει. Πράγµατι, πολ/ντας 
επί m και τα δύο µέλη αναγνωρίζοµε τη νέα σταθερά mc ως την ολική ενέργεια, άρα το 
πρώτο ολοκλήρωµα γράφεται,

2
2
12

2
1 kxxmE +′= (3) 

 

Στη συνέχεια η (3) λύνεται ως προς x', 2x
m
k

m
E2x −±=′ ή dt x

m
k

m
E2dx 2−±= .

Θέτοµε ω2=k/m την οποίαν βγάζουµε κοινό παράγοντα έξω από τη ρίζα,

dtω)x
k
E2dx 2−±= ( .

Καλούµε Α2=2Ε/k, οπότε η σχέση αυτή µπορεί να ολοκληρωθεί ως εξής:

dtω
xA

dx
22

±=
−

⇒ ∫±=∫
−

dtω
xA

dx
22

⇒ δtωAx1 +±=− )/(sin  ⇒ )sin( φtωAx +=

δηλ. ανακαλύπτουµε την λύση της αρµονικής ταλάντωσης.
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Ενέργεια του σώµατος στην αρµονική ταλάντωση:

.constΑkkxυmE 2
2
12

2
12

2
1 ==+=

2) Mάζα προσδεδεµένη στο άκρο ελατηρίου µε τριβές: R=−bυ (φθίνουσα 
ταλάντωση)

Εξισώσεις κίνησης του σώµατος m είναι: F + R = m a ή m a = −kx −bυ
ή

dt
dxbkx

dt
xdm 2

2
−−= (1) 

 

Επίλυση της (1): Η (1) γράφεται 

dt
dx

m
bx

m
k

dt
xd

2

2
−−= (2). 

Η εξίσωση αυτή είναι οµογενής διαφορική εξίσωση 2ας τάξεως. Για να λυθεί 
δοκιµάζουµε λύσεις της µορφής: tλAex = .

Αντικαθιστώντας στη (2) έχοµε: 0xλ
m
bx

m
kxλ2 =++ , ή 0λ

m
b

m
kλ2 =++ .

H λύση του τριωνύµου αυτού είναι:
m
k

m2
b

m2
bλ 2

21 −±−= )(, . Επειδή ο όρος της τριβής 

(b/2m) είναι πολύ µικρός, η διακρίνουσα είναι αρνητική, οπότε αν καλέσουµε

0
m2
b

m
kω 22 >−≡ )( , οι λύσεις λ1,2 γράφονται: ωi

m2
bλ 21 ±−=, , όπου i είναι η

φανταστική µονάδα. Εποµένως οι δύο λύσεις της (2) είναι: tλ
11

1eAx = και tλ
22

2eAx = ,
οπότε η γενική λύση της (2) θα είναι:
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)( tωi
2

tωi
1

ttλ
2

tλ
121 eAeAeeAeAxxx m2

b
21 −−−

+=+=+= .

Η παρένθεση είναι της µορφής: )cos( φtωA + (γιατί;) 

Πράγµατι, χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Euler: θiθe θi sincos += , η παρένθεση 
γράφεται: tωsin)AA(itωcos)AA()eAeA( 2121

tωi
2

tωi
1 −++=+ −−

*,)tωsin φcottω)(cosAA( 21 =++= όπου 
21

21
AA
AAiφ

+
−

=
)(

cot .  

 

Οπότε η προηγούµενη σχέση γράφεται: )sin(
sin

)(
* φtω

φ
AA 21 +

+
= .

Συνεπώς, η γενική λύση της (2) γράφεται: )sin( φtωAex tm2
b

+= −
(φθίνουσα ταλάντωση µε

απόσβεση)

όπου 
φ
AAΑ 21

sin
)( +

= είναι µια σταθερά και 22
ο

2
m2
bω

m2
b

m
kω )()( −=−≡ .

Οι σταθερές Α,δ είναι σταθερές ολοκλήρωσης και υπολογίζονται από τις αρχικές 
συνθήκες. Η συχνότητα m/kωo ≡ καλείται ιδιοσυχνότητα του συστήµατος.
(σταθερά χρόνου τ=2m/b.   Για t≅5τ⇒ x≅0) 
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3) Aπλό ή µαθηµατικό εκκρεµές 

Εξισώσεις κίνησης του σώµατος m στο σύστηµα x΄y΄:

� άξονας x΄(κυκλική κίνηση):   
L
υmθmgT

2
=− cos  (1) 

� άξονας y΄(επιτρόχιος κίνηση):  θmgmat sin−= (2) 

όπου 2

2
t

dt
θdLαLa ==  είναι η (γραµµική) επιτρόχιος επιτάχυνση 

Επίλυση της (2):

H (2) γράφεται θmg
dt

θdmL 2

2
sin−= . (3)   

Για µικρές γωνίες ...sin ! +−= 3
3
1 θθθ , άρα κρατώντας τη πρώτη προσέγγιση η (3) 

γράφεται: θmg
dt

θdmL 2

2
−= ή θ

L
g

dt
θd
2

2
−= . Η εξίσωση αυτή έχει τη µορφή της απλής 

αρµονικής ταλάντωσης και της οποίας έχοµε βρει τη λύση: θ=Asin(ωt+φ),  όπου 
L/gω = και A,φ είναι σταθερές ολοκλήρωσης που υπολογίζονται από τις αρχικές 

συνθήκες.
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3b) Aν λάβουµε υπόψιν και την αντίσταση του αέρος, −bυ, οι παραπάνω εξισώσεις 
τροποποιούνται ως 

L
υmθmgT

2
=− cos      (1) 

υbθmgmat −−= sin      (2). 
 

H λύση της (2) θα είναι: )sin( φtωeΑθ tm2
b

+= − , όπου 2
m2
b

L
gω )(−≡ .

4) Στροφικό εκκρεµές:

Εξίσωση της περιστροφική κίνησης σώµατος ως προς 0: 
 

τ = Iα (1) 

όπου 2

2

dt
θdα = είναι η γωνιακή επιτάχυνση και τ=−Dθ.

Οι σταθερές D και I    καλούνται, D=κατευθύνουσα ροπή του σύρµατος και 
I=ροπή αδρανείας του συστήµατος ως προς τον άξονα περιστροφής του.

Επίλυση της (1): 

H (1) γράφεται θD
dt

θdI 2

2
−= . H λύση είναι θ=A sin(ωt+φ), όπου 

I
Dω = και A,δ

αυθαίρετες σταθερές που προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες.
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Εξηναγκασµένες ταλαντώσεις:

Εξωτερική διέγερση: F=F0cos(ωt)    
 

tωF
dt
dxbkx

dt
xdm o2

2
cos=++ (1) 

Επίλυση της (1):

H (1) γράφεται tω
m
F

dt
dx

m
bx

m
k

dt
xd o

2

2
cos=++ (2).   

Η εξίσωση αυτή είναι µη-οµογενής διαφορική εξίσωση 2ας τάξεως. Eχουµε βρει ήδη 
την λύση της οµογενούς είναι:

)sin( φtωeΑx tm2
b

+= − , όπου 2
m2
b

m
kω )(−≡

και A,δ σταθερές ολοκλήρωσης που υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες. H λύση 
αυτή δεν είναι ευσταθής, διότι για t→∞ τείνει στο µηδέν (στη πραγµατικότητα για t≅5τ,
x≅0).  
 
Αποµένει να βρούµε µια µερική λύση της (2). ∆οκιµάζουµε λύση της µορφής:
x=Asin(ωt+φ) και αντικαθιστώντας στην (2), οπότε παίρνουµε:

tω
m
FφtωAω

m
bφtωA

m
kφtωAω o2 cos)cos()sin()sin( =+++++−

Αναπτύσσοµε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις κατά το όρισµα τους και ανάγουµε τους 
συντελεστές των γραµµικώς ανεξαρτήτων συναρτήσεων sin(ωt) και cos(ωt): 
 

0
m
Fφω

m
bφ

m
kωtωAφω

m
bφ

m
kω[tωA o22 =−++−+−+− ]cossin)[(cos]sincos)(sin  

Επειδή οι συναρτήσεις sin(ωt) και cos(ωt) είναι γραµµικώς ανεξάρτητοι, θα πρέπει οι 
συντελεστές τους να ισούται µε µηδέν, δηλ.

0φω
m
bφ

m
kω2 =−+− sincos)( (3) 

 
m
FφAω

m
bφA

m
kω o2 =++− cossin)( . (4)   

 
Άγνωστοι στο σύστηµα των εξισώσεων (3)-(4) είναι τα Α και φ. H εξίσωση (3) δίνει:

m
ωb
ωω

m
ωb

m
kω

φ
22

ο
2

−
=

+−
=tan ,   όπου mkωo /= .
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Στη συνέχεια, αντικαθιστούµε στην εξίσωση (4), αφού πρώτα υπολογίσουµε τις 
τριγωνοµετρικές συναρτήσεις:

2222
ο

2
m

ωbωω
m

ωb

φ1

1φ
)()(tan

cos
+−

=
+

=

2222
ο

22
ο

2
m

ωbωω

ωω

φ1

φφ
)()(tan

tansin
+−

−
=

+
= .

H (4) εποµένως γράφεται:

m
F

m
ωbωω

m
ωb

A
m
ωb

m
ωbωω

ωωωωA o
2222

ο
2222

ο

22
ο22

ο =
+−

+
+−

−
−

)()()()(

)(
)(

απ’όπου λαµβάνουµε,

2222
ο

o

m
ωbωω

mF
A

)()(

/

+−
= .

Η γραφική παράσταση του πλάτους Α συναρτήσει της συχνότητας του διεγέρτη ω:

Για ω=ωο έχοµε το φαινόµενο του συντονισµού.


