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Φροντιστήριο 1ο:  
Εξίσωση κίνησης των σωµάτων και επίλυση 

(ΣΤΗ ΜΕΤΑΦΟΡΙΚΗ ΚΙΝΗΣΗ) 
 

 
Παράδειγµα 1ο (αρµονική ταλάντωση): Επί (σηµειακού) σώµατος 

εφαρµόζεται δύναµη επαναφοράς της µορφής: rkF
rr

−= . Να 
προσδιοριστεί η κίνηση του σώµατος, λαµβάνοντας υπόψη και τις 
εξωτερικές τριβές που ασκούνται πάνω στο σώµα 
(παρεµπιπτόντως, υπάρχουν και εσωτερικές δυνάµεις τριβής). 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 



Recitation 1, Physics I  2008-9 2 

Στο σύστηµα καρτεσιανών συντεταγµένων: 
 
∆ιάνυσµα θέσης του σώµατος:  )z,y,x(kzjyix)t(r ≡++=

rrrr
 

 

Ταχύτης του σώµατος:  )υ,υ,υ(k
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Επιτάχυνση του σώµατος:   
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Ο 2ος νόµος του Nεύτωνα: Η επιτάχυνση ενός σώµατος 
είναι ανάλογος της (συνολικής) δύναµης που δρα πάνω 

στο σώµα, δηλ.  amF
rr

= , η οποία αναλύεται σε 
καρτεσιανές συντεταγµένες: 
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Οι εξισώσεις (1α), (1β), (1γ) είναι ακριβώς ίδιες [απλά η εξηρ-

τηµένη µεταβλητή στην (1α) συµβολίζεται µε x, στην (1β) µε y, και στην (1γ) µε z].  
Άρα δουλεύουµε µόνο την (1α), η οποία γράφεται: 

 

ςήτριβ2

2

Fkx
dt

xd
m −−=     (2) 

 
∆ιακρίνουµε διάφορες περιπτώσεις για τη δύναµη τριβής  
Fτριβής: 



 

Recitation 1, Physics I  2008-9 3 

α)  Μπορεί η δύναµη τριβής να είναι σταθερά, δηλ. 
Fτριβής=α, οπότε η (2) γράφεται:      

akx
dt

xd
m

2

2

−−= ,  

 
και η οποία µπορεί να πάρει τη µορφή 
 

m

a
x

m

k

dt

xd
2

2

−−=    (3) 

 
Θεωρώντας την αλλαγή µεταβλητών: 

k
a

1 xxx +=→ , 

παρατηρούµε ότι: 
dt

dx

dt

dx1 =  και 
2

2

2
1

2

dt

xd

dt

xd
= , οπότε η (3) 

γράφεται:  

0x
m

k

dt

xd
12

1
2

=+      (4) 

 
Η εξίσωση (4) καλείται οµογενής διαφορική εξίσωση 2ας 
τάξεως. Επιλύουµε την (4) παρακάτω και βρίσκουµε τη 
λύση:  

      )φtωsin(Ax1 += , όπου 
m
kω = , ω∈ℜ, και ω>0, 

 
και Α,φ είναι σταθερές ολοκλήρωσης, ο οποίες µπορούν 
να υπολογιστούν από τις αρχικές συνθήκες, δεδοµένων 
των ποσοτήτων  xo=x(t=0)  και  υο=υ(t=0) για t=0. Η λύση 
αυτή παριστάνει ταλάντωση (ή απλή αρµονική κίνηση). 
 
α1) Αξίζει να σηµειωθεί η περίπτωση k=0, δηλ. όταν δεν 
εφαρµόζεται καµιά γραµµική δύναµη επαναφοράς. Τότε 
η λύση της (3) θα έχει τη µορφή (µετά από απλή 
ολοκλήρωση):  



Recitation 1, Physics I  2008-9 4 

2

m
a

2
1

οo ttυxx −+= ,  

 
η γνωστή µας σχέση για την οµαλώς επιβραδυνόµενη 
µεταφορική κίνηση, µε επιβράδυνση –α/m. Οι σταθερές 
ολοκλήρωσης, xo=x(t=0)  και  υο=υ(t=0)  υπολογίζονται 
από τις αρχικές συνθήκες για t=0.  
 
β) Μπορεί η δύναµη τριβής να είναι ανάλογος της 
ταχύτητας, δηλ. Fτριβής=-αυ [όπου η σταθερά α καλείται σταθερά 

απόσβεσης. Το µείον εδώ σηµαίνει ότι η δύναµη τριβής έχει αντίθετη φορά µε εκείνη 
της ταχύτητας, αλλά να µην αντικαταστήσουµε στη (2) το µείον δύο φορές!!  ].   
Η (2) λοιπόν γράφεται:      

              υakx
dt

xd
m

2

2

−−= , 

ή  

0x
m

k

dt

dx

m

a

dt
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=++     (5) 

 
Η εξίσωση (5) καλείται (οµογενής) γραµµική διαφορική 
εξίσωση 2ας τάξεως, την οποία θα επιλύσουµε 
παρακάτω. Θα βρούµε ότι η λύση της (5) έχει τη µορφή:  
 

)φtωcos(Aex
t

m2
a

+=
−

, όπου 2

m2
a

m
k )(ω −= , ω∈ℜ, και ω>0, 

 
και Α,φ σταθερές ολοκλήρωσης, ο οποίες µπορούν να 
υπολογιστούν από τις αρχικές συνθήκες, δεδοµένων των 
ποσοτήτων  xo=x(t=0)  και  υο=υ(t=0)  για t=0. Η λύση 
αυτή παριστάνει ταλάντωση µε απόσβεση (damped oscillation). 
 
β1) Για να κλείσουµε τη παράγραφο αυτή, θεωρούµε τη 
περίπτωση της εξαναγκασµένης ταλάντωσης, κατά την 
οποίαν πάνω στο σώµα δρα και µια εξωτερική περιοδική 
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δύναµη, ας πούµε της µορφής: tωsinFF o= . Τώρα η 

εξίσωση κίνησης (5) θα έχει τη µορφή: 
 

              tωsinFυakx
dt

xd
m o2

2

=++ , 

ή  

tωsin
m

F
x

m

k

dt
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dt
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2
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Η εξίσωση (6) καλείται µη-γραµµική διαφορική 
εξίσωση 2ας τάξης, την οποία θα επιλύσουµε παρακάτω 
[Θα ξανασυναντήσουµε την εξίσωση (6) στις ταλαντώσεις ηλεκτρικών κυκλωµάτων 

που διεγείρονται από εξωτερική εναλλασσόµενη τάση]. Θα βρούµε 
παρακάτω ότι οι λύσεις της (6) είναι το άθροισµα των 
λύσεων της οµογενούς διαφ. εξίς. (5) συν µια µερική 
λύση (particular solution), Fµερική(t), την οποίαν θα 
προσδιορίσουµε, δηλ. 
 

)t(F)φtωcos(Ae)t(x ήµερικ1

t
m2
a

++=
−

, όπου 2

m2
a

m
k

1 )(ω −= .  

 
Κατ’ αρχήν, η λύση της οµογενούς (5) (η οποία λέγεται 
και µεταβατική λύση) µηδενίζεται µέσα σε πολύ 
σύντοµο χρονικό διάστηµα (είδαµε ότι για t>5τ η λύση 
αυτή είναι αµελητέα). Άρα, στην ουσία µας ενδιαφέρει η 
λύση που θα επιζεί για πεπερασµένους χρόνους t και 
αυτή είναι µόνο η µερική λύση, Fµερική(t), η οποία όπως 
θα βρούµε έχει τη µορφή,  

)δtωsin(A)t(F ήµερικ += ,   

 

όπου  
)ωω(

m/ωa
δtan

22
o −

−=  και  
2222

o

o

)m/ωa()ωω(

m/F
A

+−
=  
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∆ηλαδή στην εξαναγκασµένη ταλάντωση το σώµα 
εκτελεί ίδια ταλάντωση (µε κάποια διαφορά φάσης δ) µε 
εκείνη του εξωτερικού διεγέρτη (µε την ίδια συχνότητα),  
αλλά µε πλάτος ταλάντωσης Α=f(ω), του οποίου η 
συµπεριφορά απεικονίζεται στο ακόλουθο σχήµα. 

 
 

Όταν ω→ωο, λέµε ότι το σύστηµα συντονίζεται µε τον εξωτερικό διεγέρτη και καθώς οι 

εσωτερικές τριβές α→0, το πλάτος ταλάντωσης του συστήµατος µεγαλώνει (→∞) 

 
Αναλυτικοί υπολογισµοί :  
 

Επίλυση της (4): Σηµειώνουµε ότι ο δείκτης-1 στην εξηρτηµένη µεταβλητή εξ. (4) δεν παίζει κανένα 

ρόλο, εποµένως τον παραλείπουµε στη συνέχεια. Πολλαπλασιάζοµε και τα δύο µέλη της (4) επί x’ 

(όπου x’ υποδηλώνει τη παράγωγο 
dt
dx

 ), οπότε έχουµε:  x’x’’=-k/m xx’,  η οποία γράφεται:  

2

x

dt

d

m

k

2

)'x(

dt

d 22

−=  ή  0]
2

2
x

m

k

2

)'x(
[

dt

d 2

=+ , που σηµαίνει ότι η ποσότης µέσα στην αγκύλη είναι 

σταθερά, δηλ. cx
m

k
)'x( 22 =+ , όπου c είναι η σταθερά ολοκλήρωσης.  Λύνοµε τη τελευταία σχέση 

ως προς x’:  
2

m
k xc'x −±=   ή  

2

m
k x

k

cm
'x −±= . Ορίζουµε τις σταθερές: 

m
kω ≡  και 

k

cm
x

2
o ≡ , οπότε η προηγούµενη σχέση γράφεται: 

22
o xxω'x −±=  ή  

22
o xxω

dt

dx
−±= . Η 

σχέση αυτή ολοκληρώνεται διαχωρίζοντας τις µεταβλητές: dtω

xx

dx

22
o

±=
−

 ή 

∫±=∫
−

dtω

xx

dx

22
o

, απ’ όπου παίρνοµε  δtω)
x

x
(sin

o

1 +±=−
, όπου δ είναι η νέα σταθερά 

ολοκλήρωσης. Η τελευταία συνάρτηση αντιστρέφεται και παίρνουµε: 

)φtωsin(Α)δtωsin(x)δtωsin(xx oo +=±±=+±= , όπου Α=≤xo και φ=≤δ. Βρήκαµε λοιπόν 
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τη λύση: )φtωsin(Αx += , όπου 
m
kω =  µια σταθερά που καλείται συχνότητα ταλάντωσης, οι δε 

σταθερές ολοκλήρωσης  Α,φ  προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες για t=0. 

 

 

Επίλυση της (5): Η εξίσωση (5) οµογενής διαφορική εξίσωση 2ας τάξεως (αλλά δεν λύνεται τόσο 

εύκολα µε απλή ολοκλήρωση). Για να λυθεί δοκιµάζουµε λύσεις της µορφής: 
tλAex = , οπότε 

υπολογίζουµε τις παραγώγους: 
tλAeλ'x =  και 

tλ2Aeλ''x = . Αντικαθιστώντας στην (5) παίρνουµε:  

 

0x
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k
xλ

m

α
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ή 

0
m

k
λ

m

α
λ2 =++ . 

H λύση του τριωνύµου αυτού είναι: 
m

k
)

m2

α
(

m2

α
λ 2

2,1 −±−= . Επειδή ο όρος της τριβής 
m2
a  

είναι πολύ µικρός (συνήθως), η διακρίνουσα 
m
k2

m2
a )(∆ −=  είναι αρνητική (συνήθως). Καλώντας 

0)
m2

a
(

m

k
ω 22 >−≡ , οι λύσεις λ1,2 γράφονται: ωi

m2

a
λ 2,1 ±−= , όπου i είναι η φανταστική 

µονάδα. Εποµένως οι δύο λύσεις της (5) θα είναι:  
tλ

11
1eAx =  και 

tλ
22

2eAx = , όπου Α1, Α2 οι δύο 

σταθερές ολοκλήρωσης. Συνεπώς, η γενική λύση της (5) θα είναι το άθροισµα των δύο επιµέρους 

λύσεων (θεωρία διαφορικών εξισώσεων), δηλ. 

 

)eAeA(eeAeAxxx tωi
2

tωi
1

ttλ
2

tλ
121

m2
a

21 −+−
+=+=+= .  (α) 

 

Η παρένθεση µπορεί να γραφεί ισοδύναµα ως εξής: )cos( φtωA +  (γιατί;).  Οπότε, η γενική λύση 

της (5) θα έχει τη µορφή:  

)φtωcos(Aex
t

m2

a

+=
−

, όπου 
2)

m2

a
(

m

k
ω −≡ .  

 

Ακολουθεί η απόδειξη του προηγούµενου ισχυρισµού: Πράγµατι, θεωρούµε την παρένθεση στο 2
ο
 

µέρος της (α). Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Euler: εsiniεcose εi ±=±
 (όπου ε είναι το 

όρισµα της τριγ. συνάρτησης), η παρένθεση στην (α) γράφεται:   

 

)tωsinitω(cosA)tωsinitω(cosAeAeA 21
tωi

2
tωi

1 −++=+ −+
 

                                     tωsin)AΑ(itωcos)ΑA( 2121 −++=           (β) 

 

Βγάζουµε κοινό παράγοντα στο 2
ο
 µέρος της (β) τη ποσότητα (Α1+Α2), οπότε η (β) ισούται 

 

}tωsin
)ΑA(

)AΑ(i
tω){cosΑA(

21

21
21 +

−
++= . (γ) 

Καλούµε το κλάσµα µέσα στη αγκύλη tanφ (ή ctanφ, γιατί;)
†
,  δηλ. 

)ΑA(

)AΑ(i
φtan

21

21

+

−
−= , οπότε η (γ) 

ισούται 

                                           
†
 τότε θα προέκυπτε η τριγωνοµετρική συνάρτηση sin(ωt+φ)! 
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}tωsinφtantω){cosΑA( 21 −+=  (δ) 

 

Αναπτύσσοντας την εφαπτοµένη σε ηµίτονο και συνηµίτονο, παίρνοµε: 

 

)φtωcos(
φcos

)ΑA(

φcos

}tωsinφsinφcostω{cos
)ΑA( 21

21 +
+

=
−

+=    (ε) 

Καλούµε το σταθερό παράγοντα στην (ε)  Α, δηλ. 
φcos

)ΑA(
Α 21 +≡ , οπότε τελικά η (α)  γράφεται:  

)φtωcos(Aex
t

m2
b

+=
−

, όπου 
2)

m2

a
(

m

k
ω −≡ .  

 

Οι σταθερές Α,φ είναι οι σταθερές ολοκλήρωσης, οι οποίες υπολογίζονται από τις αρχικές συνθήκες 

για t=0. Η ποσότης 
m
k

oω ≡  καλείται ιδιοσυχνότητα του συστήµατος και η ποσότης 
a
m2τ =  στον 

εκθέτη (που έχει µονάδες χρόνου) καλείται σταθερά χρόνου. Για t≅5τ , ο εκθετικός παράγοντας 

ισούται µε 007.0e 5 =−
, δηλ. τότε x≅0 και το σώµα σχεδόν ηρεµεί!! 

 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Στη περίπτωση α η διακρίνουσα  ∆<0 (αποσβενόµενη ταλάντωση), στη περίπτωση b είναι ∆=0 (κρίσιµη 

αποσβεννόµενη κίνηση), και στη περίπτωση c είναι ∆>0 (υπερ-αποσβεννόµενη κίνηση)  

 

 

Επίλυση της (6): Η εξίσωση (6) είναι µη-γραµµική διαφορική εξίσωση 2ας τάξεως. Επειδή ο µη-

γραµµικός όρος στην (6) έχει τριγωνοµετρική µορφή, δοκιµάζουµε ως µερική λύση τριγωνοµετρική 

συνάρτηση της µορφής:  



 

Recitation 1, Physics I  2008-9 9 

)δtωsin(A)t(F ήµερικ += ♣ (στ) 

 

Αντικαθιστώντας την (στ) στην (6) παίρνουµε, 

 

tωsin
m

F
)δtωsin(A

m

k
)δtωcos(ωA

m

a
)δtωsin(ωA o2 =+++++−  

 

Αναπτύσσουµε τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις: δsintωcosδcostωsin)δtωsin( +=+ , κλπ  

 

tωsin
mΑ

F
δ)sinωtsinδcosωtcos(

m

ωa
δ)sinωtcosδcosωtsin()ω

m

k
( o2 =−++−  

 

Μετά από αναγωγή ίδιων όρων, λαµβάνουµε, 

 

0ωtcosδcos
m

ωa
δsin)ω

m

k
(tωsin

mΑ

F
δsin

m

ωa
δcos)ω

m

k
( 2o2 =







 +−+







−−−    (ζ) 

 

Επειδή οι συναρτήσεις sinωt, cosωt είναι γραµµικώς ανεξάρτητοι, θα πρέπει οι συντελεστές τους στην 

εξίσωση (ζ) να µηδενίζονται, δηλ. προκύπτει το σύστηµα: 

 

0
mΑ

F
δsin

m

ωa
δcos)ω

m

k
( o2 =−−−  (η1) 

0δcos
m

ωa
δsin)ω

m

k
( 2 =+−  (η2) 

 

Η εξίσωση (η2) δίδει αµέσως:   

)ω
m

k
(

m/ωa
δtan

2−
−=   ή  

)ωω(

m/ωa
δtan

22
o −

−= , όπου 
m

k
ω

2
o ≡ . 

 

Υπολογίζουµε πρώτα τις συναρτήσεις sinδ, cosδ,  συναρτήσει της tanδ: 

  

2222
o

2
)

m

ωa
()ωω(

m/ωa

δtan1

δtan
δsin

+−

−
=

+
=  

 

2222
o

22
o

2
)

m

ωa
()ωω(

)ωω(

δtan1

1
δcos

+−

−
=

+
=  

 

τις οποίες αντικαθιστώντας στην (η1), λαµβάνουµε, 

 

2222
o

o2222
o )

m

ωa
()ωω(

mΑ

F
)

m

ωa
()ωω( +−=+−  

ή 

                                           
♣ Θα µπορούσαµε να είχαµε επιλέξει ισοδύναµα τριγωνοµετρικές συναρτήσεις της µορφής:    Α cos(ωt+δ)  ή  Α 
sinωt + Β cosωt  
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2222
o

o

)
m

ωa
()ωω(

m/F
A

+−

=  

 

Η µερική λύση λοιπόν της (6) έχει τη µορφή: 

 

)δtωsin(A)t(F ήµερικ += ,  όπου 
)ωω(

m/ωa
δtan

22
o −

−= ,    

2222
o

o

)
m

ωa
()ωω(

m/F
A

+−

=  

 

 

Παράδειγµα 2ο (επιβραδυνόµενη µεταφορική κίνηση) Να 
υπολογιστεί η ταχύτητα ενός σώµατος συναρτήσει του χρόνου, το 
οποίο κινείται µέσα σε ιξώδες ρευστό, δηλ. η δύναµη της 

αντίστασης του ρευστού έχει τη µορφή: ηυKF f −= , όπου Κ είναι 

σταθερά που εξαρτάται από το σχήµα του σώµατος (π.χ. για 
σφαιρικό σχήµα Κ=6πR), υ είναι η ταχύτητα του σώµατος, και η µια 
σταθερά που καλείται συντελεστής ιξώδους του ρευστού (π.χ. για 

το νερό ισούται µε 1.005××××10-2Poise στους 20oC, για το καστορέλαιο 

9.86××××10-2Poise,…    Σηµ.: 1Poise=10-1Pascal××××sec ). 

 
 

Λύση: Οι δυνάµεις που δέχεται το σώµα είναι το βάρος 
του (µε κατεύθυνση κατακόρυφα προς τα κάτω), η 
άνωση από το ρευστό Α=ρρευgV (µε φορά κατακόρυφα 
προς τα πάνω, όπου ρρευ είναι η πυκνότητα του 
ρευστού) και η αντίσταση που δέχεται το σώµα κατά τη 
κίνηση από το ρευστό ηυKF f −=  (το µείον απλά τονίζει 

το γεγονός ότι ο φορά της δύναµης είναι πάντοτε 
αντίθετη προς τη ταχύτητα) (Υποθέτουµε ότι το σώµα πέφτει προς τα 
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κάτω, χωρίς να χάνεται η γενικότητα. Θα µπορούσαµε να εξετάζουµε τη κίνηση ενός 

µπαλονιού στον αέρα, oπότε η κίνηση θα ήταν προς τα πάνω).  
Η εξίσωση κίνησης (1β) γράφεται για τη περίπτωση, 
 

gVρηυKmg
dt

yd
m ρευ2

2

−−=  (7) 

 
[Στο σηµείο αυτό πρέπει να κάνουµε µια αυτοκριτική, αν έχουµε διαλέξει σωστά τα πρόσηµα 
στη σχέση (7). Πριν όµως ξεκινήσουµε τη λύση, θα έπρεπε να έχουµε αποφασίσει πού 
ορίζουµε την αρχή των συντεταγµένων 0, ει δυνατόν µε κάποιο παρατιθέµενο σχήµα. 
Ορίζουµε λοιπόν την αρχή των αξόνων πάνω στην ελεύθερη επιφάνεια του ρευστού, όπου 
υποθέτουµε ότι αφήνουµε το σώµα να πέσει (“αφήνουµε” σηµαίνει ότι η αρχική ταχύτης: 
υο=0! Σηµαίνει ακόµη ότι µε αυτή την επιλογή της αρχής συντεταγµένων που κάναµε: yo=0!). 
Οπότε η φορά της ταχύτητας είναι θετική προς τα κάτω, το βάρος mg είναι θετικό προς τα 
κάτω, και οι υπόλοιπες δυνάµεις κατευθύνονται προς τα πάνω, άρα είναι αρνητικές, άρα 
τελικά,  τα πρόσηµα στην (7) είναι σωστά!].  Όµως η επιτάχυνση του 1ου µέρους της (7) 
µπορεί να είναι θετική ή αρνητική, ανάλογα µε το πρόσηµο του 2ου µέρους].  

Η (7) µπορεί να γραφεί, 
 

                    0
m

gV)ρρ(

dt

dy

m

ηK

dt

yd ρευ

2

2

=
−

−+    (8) 

 
όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση: m=ρgV, όπου ρ η 
πυκνότητα του σώµατος. Για ν’ απλουστεύουµε την (8), 

θέτοµε: m/ηKγ = >0 και g)1(m/gV)ρρ(δ
ρ

ρ

ρευ
ρευ−=−= . 

Αν ισχύει ρ>ρρευ, τότε δ>0. Οπότε η διαφορική εξίσωση  
(8) γράφεται,  

0δ
dt

dy
γ

dt

yd
2

2

=−+  (9) 

 
Η λύση της διαφορικής εξίσωσης (9) υπολογίζεται 
παρακάτω. Βρίσκουµε ότι η ταχύτητα έχει τη µορφή: 
 

)e1(υυ τ
t

ορ

−
−= ,  όπου 

ηK

m

γ

1
τ =≡ , 

ηK

mg
)

ρ

ρ
1(

γ

δ
υ

ρευ
ορ −=≡  
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Επίλυση της (9): Η (9) µπορεί να ολοκληρωθεί αµέσως. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τη ταχύτητα 

υ=dy/dt, η (9) γράφεται: 0δγυ
dt

υd
=−+ ,  και διαχωρίζοντας τις µεταβλητές έπεται:  dt

γυδ

υd
=

−
, ή  

dtγ
γυδ

)γυδ(d
−=

−
−

. Ολοκληρώνοντας ∫−=∫
−
−

dtγ
γυδ

)γυδ(d
 έχοµε:  

 

ctγ)γυδln( +−=− , (θ) 

 
όπου c η σταθερά ολοκλήρωσης, η οποία υπολογίζεται εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες:  για t=0 

έχοµε υ=0, οπότε αντικαθιστώντας στην (θ) έχοµε:   c0δln +−= , ή  δlnc = . Εποµένως η (θ) 

γράφεται: δlntγ)γυδln( +−=− , ή  tγ)
δ

γυδ
ln( −=

−
. Η σχέση αντιστρέφεται, 

tγe
δ

γυ
1 −=− , και  

λύνοντας ως προς υ: 

                            )e1(
γ

δ
υ tγ−−= , (ι) 

όπου  
ηK

mg
)

ρ

ρ
1(

ηK

gV)ρρ(

γ

δ ρευρευ
−=

−
= . Παρατηρούµε ακόµη στην (ι) ότι για t=0 πράγµατι 

προκύπτει υ=0, ενώ για t→∞ παίρνοµε 
γ

δ
υ = . Η ποσότης 

γ

δ
 έχει διαστάσεις ταχύτητος και καλείται 

ορική ταχύτητα, δηλ. 
ηK

mg
)

ρ

ρ
1(

γ

δ
υ

ρευ

ορ −=≡ . Ακόµη, η σταθερά γ έχει διαστάσεις  

Kgrsec/
m

Nt
m]γ[

2
=

sec

1

Kgr

sec

m

sec/mKgr
2

=
⋅

= , οπότε εισάγοντας τη σταθερά 
ηK

m

γ

1
τ =≡  (η 

οποία καλείται σταθερά χρόνου ή χρόνος αποκατάστασης), τελικά η ταχύτητα (ι) γράφεται: 

)e1(υυ τ
t

ορ

−
−= , (ια) 

όπου 
ηK

m
τ =  και  

ηK

mg
)

ρ

ρ
1(υ

ρευ

ορ −= . Η σχέση (ια) µπορεί να ολοκληρωθεί περαιτέρω για να 

υπολογιστεί η συνάρτηση: y=f(t), που όµως δεν ζητείται στην εκφώνηση. 
 
 

 

Παράδειγµα 3ο (πλάγια βολή µε τριβές) Να µελετηθεί η κίνηση 
σώµατος που βάλλεται µέσα στον αέρα µε αρχική ταχύτητα 

)υ,υ,υ(kυjυiυυ ozoyoxzοyοxοο ≡++=
rrrr

, λαµβανοµένης υπόψη και 

της αντίστασης του αέρα υηKFf

rr
−= , όπου Κ είναι σταθερά που 

εξαρτάται από το σχήµα του σώµατος (π.χ. για σφαιρικό σχήµα 
Κ=6πR) και υ η ταχύτητα του σώµατος.   

 

Λύση. Το επίπεδο µέσα στο οποίο κινείται το σώµα 
λαµβάνεται σαν επίπεδο x-y (βλέπε σχήµα και πρόσεξε 
τη φορά των αξόνων). Στο σώµα ασκείται επί πλέον η 
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δύναµη του  βάρους του, j mgB
rr

−= . Οι εξισώσεις 

κίνησης (1α) και (1β) γράφονται για τη περίσταση, 
 

fx2

2

F
dt

xd
m −= ,       (10α) 

        mgF
dt

yd
m fy2

2

−−= , (10β) 

 
όπου xfx ηυKF −=  και yfy ηυKF −=  είναι οι συνιστώσες 

της αντίστασης του αέρα κατά τους άξονες x και y, 
αντίστοιχα. [Το µείον, όπως επισηµάναµε, υποδηλώνει το γεγονός ότι οι 

δυνάµεις τριβών ή αντιστάσεις έχουν αντίθετη φορά µε εκείνη της ταχύτητας, αλλά 
χρειάζεται προσοχή όταν γίνεται αντικατάστασή τους στις (1α) και (1β) να µην 
εισάγουµε το µείον δύο φορές!!  ].   

 
 

Αναλυτικότερα οι εξισώσεις κίνησης (10) γράφονται, 

x2

2

ηυK
dt

xd
m −= , 

        mgηυK
dt

yd
m y2

2

−−= , 

ή 
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0
dt

dx
γ

dt

xd
2

2

=+   (11α) 

   0g
dt

dy
γ

dt

yd
2

2

=++   (11β) 

 
όπου m/ηKγ = >0. Οι διαφορικές εξισώσεις (11), αν και 

είναι ίδιες µε την (9), εν τούτοις ξανα-επιλύονται για 
εξάσκηση. Βρίσκουµε λοιπόν παρακάτω τις εξής λύσεις: 

{ } .
m

ηK
γ  όπου   ,)e1)(γυg(gtγ

γ

1
y

),e1(
γ

υ
x

tγ
yο2

tγοx

≡−++−=

−=

−

−

  

 
Επίλυση της (11α): Η (11α) ολοκληρώνεται εύκολα. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τη ταχύτητα 

dt/dxυx = , η (11α) γράφεται: 0γυ
dt

υd
x

x =+ , και διαχωρίζοντας τις µεταβλητές έπεται,  dtγ
υ

υd

x

x −= . 

Η σχέση αυτή ολοκληρώνεται:  ∫−=∫ dtγ
υ

υd

x

x  ή   ctγ)υln( x +−= ,      (ιβ) 

όπου c η σταθερά ολοκλήρωσης, η οποία υπολογίζεται εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες: για t=0 

έχοµε υx=υοx=υοcosθο, οπότε αντικαθιστώντας στην (ιβ) έχοµε:  c0)υln( xο +−= , ή  )υln(c xο= , και 

αντικαθιστώντας στη (ιβ): )υln(tγ)υln( xοx +−= , ή  tγ)
υ

υ
ln(

xο

x −= . Η σχέση αντιστρέφεται και δίδει:   

tγ

xο

x e
υ

υ −= ,  άρα                            
tγ

xοx eυυ −= ,        (ιγ) 

όπου  m/ηKγ ≡ . Παρατηρούµε ακόµη στην (ιγ) ότι για t=0 πράγµατι βρίσκουµε υx=υοx, ενώ για t→∞ 

ισχύει υx→0 (βέβαια πριν συµβεί αυτό, το σώµα πολύ πιθανόν να έχει κτυπήσει το έδαφος!).  
 
Η σχέση (ιγ) µπορεί να ολοκληρωθεί περαιτέρω για να υπολογιστεί η συνάρτηση: x=f(t). Πράγµατι, η 
(ιγ) γράφεται: 

tγ
xο eυ

dt

dx −= , ή   dteυdx tγ
xο∫=∫

−
, ή  

1
tγοx ce

γ

υ
x +−= −     (ιδ) 

όπου c1 η σταθερά ολοκλήρωσης, η οποία υπολογίζεται εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες: για t=0 

έχοµε x=0. αντικαθιστώντας στην (ιδ) έχοµε:  1
οx c
γ

υ
0 +−= , άρα 

γ

υ
c xο= . Συνεπώς, η (ιδ) γράφεται:   

)e1(
γ

υ
x tγοx −−= , (ιε) 

η οποία για t=0 πράγµατι δίδει: x=0. Στη περίπτωση µηδενικής αντίστασης, δηλ. για Κ=γ=0, η (ιγ) 

δίδει: υx = υ0x = const., ενώ η (ιε)  δίδει (χρησιµοποιώντας και τον κανόνα de l’ Hospital): 

1

te
limυ

γ

e1
limυxlim

tγ

0γ
ox

tγ

0γ
ox

0γ

−

→

−

→→
=

−
=  tυox= , δηλ. καταλήγουµε σε γνωστές µας σχέσεις. 
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Επίλυση της (11β): Η (11β) µπορεί να ολοκληρωθεί αµέσως. Πράγµατι, χρησιµοποιώντας τη 

ταχύτητα dt/dyυ y = , η (11β) γράφεται: 0gγυ
dt

υd
y

y
=++ ,  και διαχωρίζοντας τις µεταβλητές 

έπεται,   dt
γυg

υd

y

y
−=

+
, ή  dtγ

γυg

)γυg(d

y

y
−=

+

+
. Ολοκληρώνοντας ∫−=∫

+

+
dtγ

γυg

)γυg(d

y

y
 παίρνοµε: 

2y ctγ)γυgln( +−=+ ,    (ιστ) 

 
όπου c2 η σταθερά ολοκλήρωσης, η οποία υπολογίζεται εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες: για t=0 

έχοµε υy=υοy=υοsinθο, οπότε αντικαθιστώντας στην (ιστ) έχοµε:   2yο c0)γυgln( +−=+ , ή  

)γυgln(c yο2 += . Εποµένως η (ιστ) γράφεται: )γυgln(tγ)γυgln( yοy ++−=+ , ή  

tγ)
γυg

γυg
ln(

yο

y
−=

+

+
. Η σχέση αντιστρέφεται και δίδει: 

tγ

yο

y
e

γυg

γυg −=
+

+
, η οποία λύνεται ως προς υy: 

                           ( )tγyοy e)γυg(g
γ

1
υ −++−= , (ιζ) 

όπου  m/ηKγ ≡ . Η (ιζ) για t=0 πράγµατι δίδει: υy=υοy. Στη περίπτωση µηδενικής αντίστασης, δηλ. 

για Κ=γ=0, η (ιζ) δίδει (χρησιµοποιώντας τον κανόνα de l’ Hospital):  

gtυ
1

eυe)γυg(t0
lim

γ

e)γυg(g
limυlim yο

tγ
yο

tγ
yο

0γ

tγ
yο

0γ
y

0γ
−=

++−
=

++−
=

−−

→

−

→→
!! 

 
Τέλος, η σχέση (ιζ) µπορεί να ολοκληρωθεί περαιτέρω για να υπολογιστεί η συνάρτηση: y=f(t). 

Πράγµατι, η (ιζ) γράφεται:   [ ]tγyο e)γυg(g
γ

1

dt

dy −++−= , ή   [ ]dte)γυg(g
γ

1
dy tγ

yο∫ ++−=∫
−

, ή  

3
tγ

yο ce)γυg(
γ

1
gt

γ

1
y +









++−= −
        (ιη) 

 

όπου c3 η σταθερά ολοκλήρωσης, η οποία υπολογίζεται εφαρµόζοντας τις αρχικές συνθήκες: για t=0 

έχοµε y=0. Πράγµατι, αντικαθιστώντας στην (ιη) έχοµε:  3yο c)γυg(
γ

1
0

γ

1
0 +








++−= , άρα 

2

yο

3
γ

γυg
c

+
= . Συνεπώς, η (ιη) γράφεται:   

{ })e1)(γυg(gtγ
γ

1
y tγ

yο2

−−++−= ,    (ιθ) 

 

η οποία όντως δίδει y=0 για t=0. 

 

Στη περίπτωση µηδενικής αντίστασης, Κ=γ=0, η (ιθ) δίδει (χρησιµοποιώντας και τον κανόνα de l’ 

Hospital δις):  

γ2

te)γυg()e1(υgt
lim

γ

)e1)(γυg(gtγ
limylim

tγ
yο

tγ
yο

0γ2

tγ
yο

0γ0γ

−−

→

−

→→

++−+−
=

−++−
=  

2

2
1

yο

tγ2
yο

tγ
yο

tγ
yο

0γ
gttυ

2

et)γυg(teυteυ
lim −=

+−+
=

−−−

→
!!, δηλ. καταλήγουµε σε γνωστές σχέσεις. 

 
 

 
 


